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FORORD 

Denne rapport er resultat af et forskningsprojekt, 

udfort i Modelgruppen, Danmarks Statistik i perioden juli 

1983 til juli 1984 for Statens Samfundsvidenskabelige Forsk- 

ningsrád. 

Rapportens hovedemne er makrookonomiske anvendelser af 

netvmrksteori. Det pávises bl.a. at de almindeligt anvendte 

input- output modeller er varianter af den type netvarksmo- 

deller, der bruges intensivt i fx elektricitetslare og 

operationsanalyse. Rapportens resultater bekrafter, at 

netvarksteorien er en velegnet teoretisk referenceramme for 

analyser af diverse former for empirisk forekommende "sy- 

stemer". Dette skyldes, at netvmrksteori hverken er sá ge- 

nerel, at den er uden syntetisk indhold, eller sá speciel, 

at den kun kan anvendes i en enkelt fagdisciplin. Netvarks- 

teorien er med andre ord et godt kompromis mellem generali- 

tet pá den ene side og anvendelighed til konkrete empiriske 

formál pá den anden side. 

Da netvmrksteori for de fleste Okonomer er en by i 

Sibirien, er fremstillingen sogt skrevet sádan, at der ikke 

kraves smrlige forhándskundskaber ud over elementar matrix - 

regning. Omvendt har jeg forsogt at gennemgá input- output 

tabeller fra grunden af, for det tilfaldes skyld at rappor- 

ten kunne interessere andre end Okonomer. Prisen for dette 

har varet, deis at fremstillingen er meget kortfattet, deis 

at den indeholder et uhyre stort antal definitioner. For at 

hjmlpe pá dette er der udarbejdet et indeks over de anvendte 

definitioner. Terminologien pa omrádet synes i ovrigt ikke 

at ligge helt fast, men jeg har valgt at lagge den sá tat 

som muligt op ad terminologien i Frank Nielsen(1981), der 

netop er blevet delpensum i kurset i linear algebra pá Ma- 

tematikstudiet ved Kobenhavns Universitet.1) 

Der er mâske grund til at pâpege, at rapporten er 

skrevet of en empirisk okonom for empirikere, og at matema- 

tikken derfor i heldigste fald er mangelfuld. Jeg háber, at 

1. Desvmrre er jeg ved et sammentraf af uheldige omstandig- 
heder forst sent blevet opmarksom pa Frank Nielsens bog, 
og derfor er der ikke fuld overensstemmelse. 
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dette opvejes af min praktiske erfaring i brug af input -out- 

put modeller. Frank 'Nielsens grundige bog ma tjene som in- 

tellektuelt bagland for den matematisk interesserede lmser. 
Nâr man befinder sig i ingenmandsland mellem forskellige 

fagdiscipliner, har man fá venner. Mange kolleger har bekym- 

ret spurgt til, hvornár jeg ville begynde at bruge min tid 

til noget fornuftigt. De vil blive overraskede over, i hvor 

hoj grad denne rapport er en direkte forlmngelse af min 

afhandling til det Statsvidenskabelige Studium. Omvendt har 

jeg ogsá haft svmrt ved at gore mig forstáelig over for de 

eksperter i netvmrksteori, jeg har haft konsulteret under - 

vejs, fordi mine problemstillinger for dem har været atypi- 

ske og uprmcist fórmulerede. Dette forhold er ikke blevet 

bedre af, at input- output modellen som type af netværksmodel 

befinder sig et sted midt imellem den elektriske og den 

operationsanalytiske netværkstradition. Ikke desto mindre er 

samtlige problemer blevet lost - nogle selvfolgelig grundi- 

gere end andre. Dette skyldes ikke mindst den velvilje, jeg 

har modt fra fiere sider. 

Forst og fremmest takker jeg afdelingschef Poul Jensen, 

Danmarks Statistik, der har vist stor interesse for projek- 

tet og beredvilligt har stillet "overheads" til rádighed. 

Desuden en tak til lektor Jens Clausen, DIKU, hvis boger jeg 

har slidt tynde - mest Lawler(1976), der er hovedkilde for 

kapitel 3. 

En saerlig tak skai g$ til fuldmægtig Lars Otto, Budget - 

departementet, adjunkt Leif Hasager, Handelshojskolen i 

Kobenhavn og stud. polit. Bent Sorensen, der pá urimelige 

vilkár har forsogt at tolke de forste udkast til manuskrip- 

tet, samt til assistent Bente Henriksen, der har teg- 

net figurer mm. 

Endelig en tak til Danmarks Statistiks bibliotek, som 

jeg har trukket store veksler pá - især bibliotekar Mary 

Nielsen, der smilende har fremskaffet seiv de mest bizarre 

titler. En af de vanskelige var Branin(1977), der er hoved- 

kilde for kapitel 6. 

J. Asger Olsen, 31 dec. 1984. 





OVERSIGT 

Rapportens indhold kan groft siges at bestá af to dele, 

adskilt of et intermezzo i kapitel 4. 

I forste del, der bestár of kapitlerne 1 til 3, gennemgás 

nogle elementmre grundbegreber i hhv. input- output analyse, 

grafteori og netværksteori, og terminologien lægges fast. 

Det er tilstræbt, at kapitel 1 til 3 skai kunne læses af 

alle med et elementmrt kendskab til matrixalgebra. 

Kapitel 4 bor lenses som et eksempel pi, hvordan netvmrks- 

teorien kan anvendes pá en velkendt problemstilling, men det 

kan springes over uden tab af kontinuitet. Det indeholder en 

gennemgang af den "kausalanalyse ", der er et velkendt red - 

skab i makrookonomisk teori. I kapitlet udledes en simpel 

algoritme til logisk ordning of ligningssystemer, og det 

vises hvordan den kan suppleres med en analyse af strukturen 

inden for de "simultane blokke ". Endelig foreslâs en alter - 

nativ analyseform, der tillader afvejning af de forskellige 

forklaringsfaktorers numeriske betydning. 

Rapportens anden del bestir of kapitlerne 5 til 7, og den 

kan bredt gives overskriften "Dualitet i stromningsnetværk ". 

I kapitel 5 vises, at de velkendte input- output pris- og 

mængdemodeller tilsammen udgor et "min cost" stromningspro- 

blem. I kapitel 6 gennemgás den elektriske netværksteori med 

smrligt henblik pá dualitetsforholdene mellem spændinger og 

stromme, og i kapitel 7 vises, at disse resultater uden 

videre kan overfores til input- output modellerne. Den tra- 

ditionelle opstilling af input- output modellerne svarer noje 

til den klassiske "knudepunktsmetode" til losning of 

elektriske netværksproblemer. For oversigtens skyld vises, 

hvordan de alternative "maske -" og "klassedelingsmetoder" 

ogsá kan anvendes pá input- output modeller, men det konklu- 

deres at den traditionelle, knudepunktsorienterede metode er 

beregningsteknisk overlegen. Endelig pâvises det, at den 

elektriske netværksteori setter os i stand til at binde 

pris- og mmngdemodellerne sammen i en integreret model, i 

hvilken priser og mængder afhmnger gensidigt of hinden. 
En del of rapportens afsnit er ikke strengt nodvendige 

for lmseren, men er taget med for oversigtens skyld. Disse 

afsnit, der kan læses kursorisk, er markeret med en asterisk 

(*) i overskriften. 
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"General Systems Theory is a name which has come into use to 

describe a level of theoretical model building which lies 

somewhere between the highly generalized constructions of 

pure mathematics and the specific theories of the speciali- 

zed disciplines... 

Because in a sense mathematics contains all theories it 

contains none; it is the language of theory, but it does not 

give us the content. At the other extreme we have the se- 

parate disciplines and sciences with their separate bodies 

of theory. Each discipline corresponds to a certain segment 

of the empirical world, and each develops theories which 

have particular applicability to its own empirical segment. 

Physics, Chemistry, Biology, Psychology, Economics and so on 

all carve out for themselves certain elements of the ex- 

perience of men and develop theories and patterns of acti- 

vity (research) which yield satisfaction in understanding, 

and which are appropriate to their special segments. 

In recent years increasing need has been felt for a body 

of systematic theoretical construction which will discuss 

the general relationships of the empirical world. This is 

the quest of General Systems Theory. It does not seek, of 

course, to establish a single, self- contained "general the- 

ory of practically everything" which will replace all spe- 

cial theories of particular disciplines. Such a theory would 

be almost without content, for we always pay for generality 

by sacrificing content, and all we can say about practically 

everything is almost nothing. Somewhere however between the 

specific that has no meaning and the general that has no 

content there must be, for each purpose and at each level of 

abstraction, an optimum degree of generality ". 

K. L. Boulding, i Klir(1969) 



1. INPUT -OUTPUT MODELLER 
1 

I det sidste halve árhundrede har der bide fra politisk og 

videnskabeligt hold vmret stor interesse for at mile og 

analysere de samfundsokonomiske hovedstromninger - sável i 

fortidige, nutidige som fremtidige perioder. Denne interesse 

mi ses pi baggrund af dels den dirlige verdensOkonomi i 

1930'erne, deis fremkomsten of den Keynesianske nationa10- 

konomi, der giver politikerne et teoretisk grundlag for at 

bekmmpe Okonomiske kriser ved aktiv indgriben. Grundlaget 

for sádanne makroanalyser er en nationalregnskabsopstilling, 

hvori man forsoger at give et helhedsbillede af det sam- 

fundsOkonomiske liv i en given periode - pá samme made som 

en virksomhed soger at opgore sin okonomiske stilling ud fra 

regnskaber og budgetter. 

Den grundliggende synsvinkel bag nationalregnskabsopstil- 

lingen er, at hver gang en krone skifter ejermand, gár der 

en eller anden okonomisk modydelse of samme verdi den anden 

vej. Hvis vi altsi kan registrere samtlige pengestromme i 

samfundet i en periode, vil vi automatisk fá et billede af 

de modsat rettede strOmme af reale ydelser - dvs. varer, 

tjenester, lonarbejde etc.1) 

Hvis billedet skulle vaere helt dmkkende, skulle hver 

enkelt Okonomisk transaktion registreres med oplysning om , 

hvor meget der handles, hvad der handles, hvem der handler 

og hvorfor. En sidan gennemgribende registrering er (heldig- 

vis) umulig at gennemfore, sá i praksis bestir Nationalregn- 

skabet af et set of udvalgte konti, hvori forskellige hoved- 

stromme af særlig interesse opgores pá bedste beskub. En 

konto kan repræsentere en vigtig gruppe of transaktorer som 

fx. staten eller udlandet, eller den kan repræsentere et 

besternt formál, som transaktionerne 

1. Der er dog to undtagelser: Dels de sákaldte overforsels- 
indkomster, der er pengeoverforsler uden okonomisk mody- 
delse (fx. direkte skatter, offentlige understOttelser, 
gaver og tyverier), deis de sákaldte ikke-monetmre trans- 
aktioner, hvori penge ikke er invalveret (fx. byttehand- 
ler eller forbrug af egne varer) 



2 

Figur 1.1. Det samfundsgkonomiske kredslob. Danmark 1975 (mia kr) 
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Kilde: Danmarks Statistik(1993). 

klassificeres efter, fx. om transaktionen vedrorer forbrug 

eller investering. Normalt arbejdes med brede grupper af 

transaktorer som fx "staten", "private" (evt opdelt i er- 

hverv og husholdninger) og "udlandet". Pá formálssiden má 

den mindste tilladelige opdeling nok were opdelingen i pro- 

duktion og forbrug, samt underopdelingen af produktionsud- 

gifterne efter formálene "lobende produktion" og "udvidelse 

af produktionskapaciteten" (investering). 

Det samfundsokonomiske kredslob, som det i meget grove 

trek ser ud i fOlge gangs opstilling, kan afbildes som i 

figur 1.1 

Nationalregnskabet kan opstilles som et traditionelt 

dobbelt bogholderi med debet- og kreditside for hver enkelt 

konto , men vi skai i det folgende holde os til den mere 

moderne opstilling i en transaktionsmatrix, jf. tabel 1.1 



Tabel 1.1 . Nationalregnskab for Danmark 1975 

fra til 1 2 3 

1. produktion 76 173 45 

2. forbrug 216 -18 

3. kapital 24 

4. udland 67 -1 -3 

i alt 359 
- 
196 

- - - 

3 

(mia. kr.) 

4 i alt 

65 359 

-2 196 

; 24 

63 

63 

Tabellen viser leverancer af realokonomiske ydelser fra den 

ene konto til den anden. Dette modsvares i folge vores 

grundprincip af en pengestrom af samme stOrrelse den 

modsatte vej. Derfor er en leverance i tabellen reprmsen- 

teret af en pil den modsatte vej i figur 1.1 . Det fremgár, 

at af erhvervenes samlede produktionsresultat pá 359 mia. 

kr. solgtes 76 mia til videreforarbejdning, 173 mia til 

forbrugerne, 45 mia til udbygning og vedligeholdelse af 

kapitalapparatet (heraf 18 mia til dmkning af afskrivninger) 

og 65 mia til udlandet som eksport. Af de samlede salgsind- 

tmgter pá 359 mia gik de 76 til indkob af danskproducerede 

halvfabrikata, 216 til lonninger og udbytter og 67 til kob 

af importerede rávarer. 

Kontosystemet fra tabel 1.1 kan udvides pá et nmsten 

ubegrmnset antal rider. Produktionskontoen kunne fx deles op 

i forskellige erhvervsgrene (brancher), forbrugskontoen 

kunne fx. deles op efter typer af forbrugere eller efter 

forbrugets art, og udlandskontoen kunne fx. deles op pA 

lande eller regioner . Det vil fore langt uden for denne 

rapports formal at behandle disse muligheder nmrmere. Vi 

nojes med at henvise til fx U.N.(1969) for en detaljeret 

redegorelse for principperne, og til Thage(1975) eller Dan - 

marks Statistik(1983) for en beskrivelse af det danske sy- 

stem. 

Fordelen ved et nationalregnskabssystem er, at det i 

princippet dmkker alle okonomiske transaktioner i et givet 

samfund i en given periode. Det er derfor velegnet som re- 

ferenceramme for sektorstudier eller detailundersogelser af 

24 
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produktionsgrene, fordi det sikrer den helhedssynsvinkel, 

som er sá uomgmngeligt nodvendig i alle okonomiske analyser. 

Desuden danner nationalregnskabssystemet basis for en koor- 

dineret opstilling og sammenkoedning af de forskellige 0ko- 

nomiske statistikker, sádan at problemer med usammenligne- 

lige opgorelser af reelt det samme begreb i princippet burde 

kunne undgás. Pá denne máde kan man máske forestille sig, at 

Nationalregnskabet i fremtiden vil komme til at fungere som 

central database for okonomisk statistik. 

1.1. Input- output tabeller 

En input- output tabel er en detaljeret specifikation af 

nationalregnskabets produktionskonto pá matrixform. Den kan 

fx. se ud som tabel 1.2 . 

Som vi ser, er produktionskontoen, dvs række og sojle (1) 

i tabel 1.1, blevet splittet op efter produktionsprocessens 

art i konti for en række erhverv (et erhverv er en gruppe af 

virksomheder, der beskæftiger sig med produktion af nogen- 

lunde samme type varer).2) Desuden er leverancerne til for - 

brug delt op i hhv. privat forbrug og offentligt forbrug. 

2. Antallet af erhverv, der udskilles som selvstændige konti 
i Nationalregnskabet, vil oftest voere begrmnset af sta- 
tistiske muligheder. I det danske nationalregnskabssystem 
er standarden for tiden 117 erhverv, men de 6 viste skul- 
le række til vores formál 
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Tabel 1.2 

input- output tabel for Danmark 1975, mia. kr. Forenklet 

A N B H Q 0 Cp Co I E; sum 

A 3 16 1 3; 23 

N 3 24 9 7 3 21 7 45 ; 119 

B 4 2 2 28 : 36 

H 20 20 

Q 3 10 5 22 8 41 2 14 ; 105 

0 3 53 : 56 

M 3 25 5 7 2 14 8 3: 67 

Y 11 44 17 16 67 41 20 216 

------ - ---- --- 
sum 23 119 36 20 105 56 120 53 45 65 

; - 

Betegnelser: 

A - Landbrug m.m. 
N - Industri og handværk 
B - Bygge- og anlægsvirksomhed 
H - Boligbenyttelse 
Q - Ovrige erhverv 
O - Offentlig virksomhed 

M - Import af varer og tjenester 
Y - Faktorindkomst og afgifter 

Cp - Privat forbrug 
Co - Offentligt forbrug 
I - Investeringer 
E - Eksport 

For at kunne producere sit hovedprodukt kræver hvert 

erhverv nogle forbrug af inputs. Disse inputs kan enten 

bestá af output fra andre erhverv pá produktionskontoen, 

eller de kan bestá af varer og tjenester, der ikke produ- 

ceres af erhvervene. Som fællesbetegnelse for de ikke -pro- 

ducerede inputs skai vi i det folgende bruge "primmre in- 

puts". Som eksempler pA primmre inputs kan nmvnes varer og 

tjenester leveret fra udlandet (import), arbejdskraft og 

afskrivninger pA realkapital. Det kan umiddelbart virke 

forkert, at afskrivninger betragtes som et ikke -produceret 

input, al den stund at erhvervenes maskiner og bygninger 

netop er producerede goder. Svaret pA dette er, at maskiner 
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og bygninger er nodvendige for at kunne satte produktionen i 

gang. De má derfor vare produceret allerede ved periodens 

begyndelse og kraver folgelig ikke ekstra produktion i 

periodens lob. Afskrivninger pá maskiner og bygninger slás 

ofte sammen med virksomhedernes egentlige overskud (aflon- 

ning af aktionmrer mm) i den sákaldte restindkomst. 

Det horer ogsá med til de spidsfindige forhold, at afgif- 

ter betragtes som primare inputs. Fanomenet skyldes, at 

afgifter jo er en betaling fra virksomhederne til staten, og 

i folge vores grundliggende máleprincip má der altsá finde 

en leverance af realOkonomiske ydelser sted i modsat ret- 

ning.3) 

Som modstykke til betegnelsen primare inputs anvendes 

ofte betegnelsen sekundare inputs om de producerede inputs. 

Nár vi summerer vmrdien af alle inputs til et givet erhverv 

- primare som sekundare - fás erhervets samlede omkostninger 

som er sojlesummen i tabel 1.2 . 

Svarende til opdelingen af inputs i primare og sekundmre 

kan vi ogsá opdele et erhvervs samlede output i leverancer 

til mellemanvendelse (dvs anvendelse som sekundare inputs i 

erhvervene) og leverancer til endelig anvendelse (dvs re- 

sten). Begrebet endelig anvendelse bliver sáledes en falles- 

betegnelse for anvendelse til forbrug,investering og eks- 

port.4j Nár vi summerer et erhvervs leverancer til samtlige 

anvendelser, fás erhvervets samlede salgsindtagter, svarende 

til rakkesummen i tabel 1.2. Bemark, at da vi betragtede 

erhvervets overskud som en aflonning af aktionarerne, og da 

overskuddet er defineret som indtmgter minus de egentlige 

omkostninger, má sojlesummen og rakkesummen for hvert er- 

hverv vare ens i tabel 1.2 . Denne falles sum af faktora- 

flonninger og salgsindtagter kaldes i det folgende for 

(brutto-)produktionsvardien. 

Nár vi senere skal til at analysere input-output tabel- 

lens stromme, er det en fordel at opfatte tabellen 1.2 som 

en matrix: 

3. Alternativt kunne man opfatte afgifterne som en overfor- 
sel uden modydelse, men dette standpunkt kan ogsá angri- 
bes 

4. Bemark at opfattelsen af investeringsanvendelsen som 
endelig svarer til opfattelsen af afskrivninger pá input- 
siden 



7 

(1.1) C = 

erhvery end. anv. 

A 

Y 

E 

Yf 

erhverv 

primære inputs 

(tegnet - bruges i det folgende til at angive, at en matrix 

er mAlt i monetaere enheder som fx kr.). 

Rækkesummen i matricen findes ved, at en enhedsvektor i 

af passende dimension ganges pá C-matricen fra hojre. 

(1.2) [!) C i = 

Y 

idet g er en n-vektor af erhvervenes produktionsværdier, og 

y er en m-vektor af aflOnninger til de primære inputs. Til- 

svarende findes matricens sojlesum ved, at en enhedsvektor 

it ganges pá fra venstre (tegnet bruges i det folgende 

til at angive en transponering): 

(1.3) itC = ( 
it it) 

idet g som fOr er produktionsværdierne, og f er en vektor af 

værdierne af de forskellige typer endelig anvendelse (for- 

brug, investering og eksport).5) 

Vi vil ofte skulle bruge vektoren af erhvervenes samlede 

leverancer til endelig anvendelse 

(1.4) e = E i 

samt den tilsvarende vektor af leverancer til mellemanven- 

delse 

5. Bogstavet g er en "mnemonic" for "gross production ", y 
for "yields" og f for "final demand" 

_ 

t 
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(1.5) a = A 

1.2. Input- output modeller 

Input- output modeller opstár, nár vi ved hjælp of for - 

skellige antagelser Onsker at forudsige input- output matri- 

cen Ct i en fremtidig periode eller i en hypotetisk situa- 

tion. Input- output modeller er altsá specielt udviklet med 

henblik pá empiriske analyser af en national erhvervsstruk- 

tur. De er forst udviklet af Wassily Leontief (1936 og 

1941), og de kaldes derfor ogsá Leontief -modeller. 

Den typiske málsætning for en input- output beregning er 

at finde den mmngde af primoere produktionsfaktorer, der er 

nodvendig for at tilfredsstille nogle givne storrelser af 

endelig anvendelse. Et typisk input- output problem er for 

eksempel: Hvis vi bygger en Storebmltsbro til 10 mia. kr., 

hvor meget merbeskæftigelse vil vi da fá? 

Forste trin i en sádan beregning má være at danne sig et 

overblik over, hvor mange ordrer der umiddelbart skai udli- 

citeres til de forskellige erhvery (rádgivende ingeniorer, 

entreprenorer etc), og hvor stor en merbeskæftigelse disse 

ordrer vil give. Men regnestykket stopper ikke her. Input - 

output tabellen viser jo netop, at en del of fx. entrepre- 

nOrens inputs er produceret of andre danske erhverv. Nár 

entreprenoren fár en merproduktion vil han derfor afgive en 

række afledede ordrer, der vil give merproduktion i fx ce- 

mentfabrikker, stálvmrker og vognmandsforretninger etc. 

Disse afledede ordrer vil give en yderligere beskmftigelses- 

stigning - de sákaldte indirekte effekter. For at vurdere 

projektets fulde merbeskæftigelse má vi altsá anlmgge en 

samfundsmæssig vurdering med udgangspunkt i det helhedsbil- 

lede af Okonomien, input- output tabellen giver. 

Grundlaget for input- output beregninger er en simpel, 

linemr produktionsmodel, der bygger pá folgende antagelser: 

i 
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(1.6) Hvert erhverv producerer netop en vare 

(1.7) Mængden of input nr i, der kræves for at 

producere en enhed af vare nr j, er konstant 

og benmvnes kij 

Vi antager mao. at inputproportionerne er uafhængige af 

tiden, priserne og produktionens omfang. Til produktion of 

en enhed af vare j kræves altsá k. _ (k ,k ,...,k ) 
1j 2j (n +m)j 

enheder of de primære og sekundmre inputs. Vi skai ikke her 

bruge tid og krmfter pá at bortforklare den manglende rea- 

lisme i disse antagelser, vi skai blot tage dem for givne og 

godtage dem som en grov tilnoermelse til virkeligheden. Koef- 

ficienterne kij kaldes ogsá tekniske koefficienter for pro- 

duktionen of vare j. Hvis vektorerne kj for varerne j = 1..n 

opfattes som sOjler i en ((n +m)x n)matrix K, kan vi skrive 

(1.8) 
A 

= K g 
Y 

idet g er en (nx1)- vektor of den producerede mmngde of de n 

varer, A er en matrix <aij >, hvor aij er den mmngde af vare 

i, der krmves til produktionen of gj enheder vare j og Y er 

en tilsvarende matrix for de krmvede mmngder of primære 

inputs (Tegnet angiver, at g- vektoren er diagonaliseret i 

en (nxn) diagonalmatrix. Lmseren kan seiv forvisse sig om, 

at multiplikation fra hojre med g betyder, at alle elemen- 

terne i den j'te koefficientsojle ganges med g.). De samlede 

forbrug of inputs kan findes som rmkkesummen i (1.8): 

a 

(1.9) 
y 

= K g (idet g = gi) 

Med ligning (1.7) og (1.8) er vi tmt pá at have fundet 

den sogte model for input- output matricerne A og Y . Pro- 
_ 

blemet er, at A og Y er mált i fysiske enheder, mens A og Y 

^ 
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er mAlt i vmrdi (kr). Vi har folgende grundligning: 

(1.10) 
A A 

= (P,Py) 
Y 

= (PePy) K g 

idet p og p er vektorer af enhedspriserne pá hhv. varer og 
y primære inputs.6) Ligning (1.10) kan betragtes som input - 

outputmodellernes fundamentalligning. Alle input- output 

modeller kan pA en eller anden mAde afledes af (1.10). Ud- 

trykket (1.10) er imidlertid vanskeligt at behandle alge- 

braisk, og dette fik i sin tid Leontief til at vmlge nogle 

ganske bestemte fysiske enheder. Udgangspunktet var, at det 

er ligegyldigt, om vi máler de fysiske storrelser i kg eller 

ton , stk eller 1000 stk osv . Den fysiske enhed kan altsá 

vmlges frit, uden at vi pá nogen máde taber generalitet. 

Leontief valgte derefter at definere en fysisk enhed af vare 

nr i som den mængde af vare i, der kan kObes for en krone 

(monetaer enhed) i en besternt basissituation. PA denne máde 

bliver p- og py- vektorerne i udgangssituationen til enheds- 

vektorer, og folgelig bliver 

Ao = Ao Yo = Yo og go = go 

Grundligningen kan nu omskrives til: 

hvor 

(1.12) 

A 

= (P7P y) 
Y 

g 

idet Ao og Yo er basisárets inputmatricer malt i Leontief- 

enheder, og go er den tilsvarende vektor af produktionsvmr- 

dier i Leontief-enheder. Prisvektorerne-p og py males nu 

6. p associerer til "prices". 

9 

, 

I 1 , 

{:1 ryi 
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blot som indeks, der er enhedsvektorer i basisáret, og vek- 

toren g er den fysiske produktion mált i Leontief -enheder. 

Ved hjmlp of det sindrige valg af fysiske enheder er det 

lykkedes os at tilpasse den tekniske produktionsmodel (1.8) 

til brug pá de monetare nationalregnskabsstbrrelser i in- 

put- output tabellen. I praksis understottes dette ved, at 

Nationalregnskabet offentliggor input- output tabeller i 

sável lobende priser (kr) som i faste priser (leontief -en- 

heder). Tabellerne i lobende priser er de hidtil omtalte 

tabeller over pengestrommene imellem de forskellige konti i 

en periode. Tabellerne i faste priser findes da ved, at hver 

enkelt pengestrom i tabellen omregnes til den verdi, den 

ville have haft, sáfremt den var blevet handlet til de pri- 

ser, der gjaldt i et bestemt basisár. Denne proces kaldes 

ogsá deflatering. I Danmark anvendes for tiden 1980 som 

basisár. 

Resultatet af alt dette er, at fastpris -tabellerne kan 

tolkes som om, de bestod af fysiske mangder af varer, nemlig 

mált i Leontief -enheder, defineret ud fra 1980- prisniveau.7) 

Bemark, at nár de tekniske koefficienter er defineret ud 

fra stromme mált i Leontief -enheder, vil de summe til 1 for 

hvert erhverv. 

Hvis e er en (n x 1)- vektor af erhvervenes leverede mang- 

der til endelig anvendelse, har vi (da der enten má leyeres 

til mellem- eller til endelig anvendelse): 

(1.13) g = A i + e 

= Ag+e 

Denne ligning kan normalt loses til 

(1.14) g = (I-A)-1 e 

7. I praksis kan der vare fiere grunde til, at den fysiske 
fortolkning af fastpris-tabellerne kan vare tvivlsom. Den 
vigtigste grund er nok, at forudsatningen om, at hvert 
erhverv kun producerer en enkelt vare, ikke er rea - 
listisk. Et givet erhverv vil typisk producere fiere 
forskellige varer, og disse varer vil ikke nodvendigvis 
have samme pris- og mangdeudvikling. Disse problemer 
tages grundigt op senere, og vi skai derfor ikke lade dem 
sinke os her. 

. 

. 
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Da vi yderligere har 

(1.15) 

(1.16) 

y = g , fAs 

Y = (I-A)-1 e 

Matricen (I -A) -1e kaldes ogsá den reducerede produk- 
tionsmatrix, og den giver de Onskede sammenhænge imellem 

givne endelige anvendelser e og de dertil nodvendige direkte 

og indirekte inputs. Dette kan ogsá ses af folgende rakkeud- 

vikling af den inverterede rávarematrix (I -A) -1: 

(1.17) g (I -A) 
-1e 

= (I +A +A2 +A3 )e. 

Vi ser, at g er summen of uendelig mange led of formen Ame. 

For n =0 er bidraget e, dvs de direkte produktionskrav til 

leverancen e, svarende til bl.a. entreprenorens produktion i 

vort gamle eksempel. I naste omgang startes produktion til 

dmkning of dennes sekundmre inputs, nemlig Ae, der igen 

kraver produktion of stOrrelsen AAe =A2e etc Hvis der er 

erhverv, der er gensidigt afhangige of hinandens produktion 

som sekundmre inputs, vil bidraget aidrig helt forsvinde, 

men aftage asymptotisk mod nul. 

1.3. Udvidelser af mmngdemodellen 

For at kunne anvende input- output modellen pá den skitserede 

máde má vi udefra (eksogent) kunne skonne over mangderne of 

erhvervsfordelt endelig anvendelse e, jf. (1.13) -(1.16). I 

de fleste situationer vil det vare svart at fastlagge rime - 

lige vardier of disse anvendelser. Dette skyldes ikke alene 

deres store antal, men ogsá, at vi pA forhánd har en anelse 

om, at elementerne i e- vektoren ikke kan variere uafhangigt 

of hinanden. For eksempel er det vel rimeligt at antage, at 

forbruget of benzin (olieraffinaderiernes produkt) er nogen- 

lunde proportionalt med forbruget of biler (bilfabrikkernes 

produkt). Derimod vil vi ofte have en formodning om, hvordan 

hovedkategorier of formals- eller artsfordelt endelig anven- 

= 
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delse vil udvikle sig, fx investeringerne, eksporten af 

landbrugsvarer, transportforbruget som helhed osv. Det lig- 

ger lige for at prove at benytte oplysningerne fra inputout- 

put tabellens matricer E og Yf til denne omregning, 

jf.(1.1). Hvis det antages, at erhvervene leverer i faste 

proportioner til de forskellige anvendelser, sádan at 

(1.18) e = Ef , hvor 

(1.19) E = Eof1 

er uafhængig af f og tiden, er problemet lost. Men antagel- 

sen om konstante koefficienter E er vanskeligere at 

begrunde end den tilsvarende antagelse om inputmatricerne. 

For forbrugskomponenternes vedkommende kender vi dog fra 

forbrugsteorien muligheden af komplementære varer, dvs 

varer, der af forskellige ársager altid má anvendes i faste 

mængdeforhold. Eksempler kan være biler og benzin, robáde og 

árer mm. Begrundelsen er og bliver dog lidt sogt, sádan at 

det snarere má afgores empirisk, hvorvidt E- koefficienterne 

er tilstrmkkeligt stabile. Hvis vi godtager antagelsen - om 

ikke andet, sá af nod - kan vi modificere i -o systemet til 

(1.20) g = Ag + Ef 

(1.21) Y = Yg + Yff 

idet vi for fuldstmndighedens skyld har medtaget en koeffi- 

cientmatrix Yf for leverancer af primære inputs direkte til 

endeiig anvendelse. Dette vil sá godt som udelukkende være 

afgifter pá salg af forbrugsvarer, og antagelsen om fast 

koefficientmatrix Yf svarer da til en antagelse om fast 

stykafgift pá hver komponent i f- vektoren. Systemet 

(1.20) -(1.21) kan loses til 

0 

, 
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(1.22) Y 

1.4. Prismodeller 

_ ((I-A)-1E + f) f 

Input- output modeller kan ogsá bruges til at beregne en- 

hedspriser pA produkterne ud fra enhedspriser pá de primære 

inputs. Dette kan ses umiddelbart, hvis vi tager udgangs- 

punkt i fundamentalligningen (1.11). 

A A 

(p;p ) g 
Y Y Y 

Hvis vi tager sojlesummer i (1.11) ved at multiplicere fra 

venstre med it , fás af (1.3): 

(1.23) gt rtg = (pt 

hvoraf 

(1.24) 
pt 

_ (pt py 

= ptA + 

pÿY(I -A) 

Denne ligning giver færdigvarepriserne 

pÿ 

A 

y 

pÿY 

-1 

A 

som 

g 

funktion af en- 

hedspriserne pá primære inputs. For eksempel kan modellen 

bruges til at vurdere, hvordan en stigning i prisen pä im- 

porteret ráolie (som er et primært input) slár igennem pa 

priserne pá dansk producerede varer. 

Priserne pa de endelige anvendelser (bl.a. forbrugerpri- 

serne) kan findes af 

(1.11) 

= 

) 

= 

I l 

J 



(1.25) Pf = pt + PyYf 

= Pÿ(Y(I-A)-1E + Yf) 
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Det er bemærkelsesværdigt, at det er de samme parametre, 

der indgár i prisligningerne (1.24) og (1.25) som i mængde- 

ligningerne (1.20)-(1-22). Dette fænomen skai vi senere mode 

i mange afskygninger i forbindelse med modeller af stromme i 

netvmrk. 

En stor svaghed ved prismodellerne ovenfor er, at "pri- 

sen" pá restindkomsten er eksogen, dvs bestemt uden for 

modellen. Det er fx nærmest utænkeligt, at virksomhederne 

ikke skulle have deres profitmargin pr. produceret enhed, 

nár de ovrige inputs stiger i pris, fx pá grund af generel 

inflation. Der er derfor al mulig grund til at tro, at pri- 

sen pá restindkomsten vil være en funktion af de ovrige 

inputpriser,dvs 

(1.26) Pym = f(Py1"Py2"..,Py(m-1)) 

(idet restindkomsten er det m'te element i py- vektoren). 

Ydermere kan vi nappe forvente, at sammenhængen vil vmre ens 

fra erhvery til erhverv. For at kunne formalisere dette má 

vi imidlertid indfore en særlig terminologi. 

Vi kan definere restindkomsten pr. produceret enhed i det 

j'te erhvery som 

(1.27) ri = Stmj/gj 

Disse enhedsrestindkomster for erhvervene kan samles i en 

n- vektor r. Den simple model for r- vektoren, der ligger 

implicit i (1.23) er da 

(1.28) rt Pym *(5Tm1'37m2'" ''mn) 

Denne model, der kan kaldes modellen med udefra givpt rest- 

indkomst pr. produceret enhed, er som anion ovenfor sá 

enkel, at den nærmest er utroværdig. I praksis gor man der- 

for ofte det, at man bestemmer vektoren r i en særlig rela- 

tion. En typisk model er 

, 

= 



r = h p 

dvs at restindkomsten udgor en fast andel of fmrdigvarepri- 

sen i hvert erhverv. Denne model kaldes ogsá modellen med 

"fast mark -up pá de samlede omkostninger ". En alternativ 

hypotese, der ogsá er meget anvendt, er 

(1.30) r = h Ytp 
Y 

dvs at restindkomsten udgor en fast andel of de samlede 

omkostninger tiL primmre inputs i hvert erhverv. Denne hy- 

potese kaldes ogsá antagelsen om fast indkomstfordeling . 

Til de fleste of vores formál vil det dog were tilstrmk- 

keligt at bruge den simple antagelse om fast restindkomst 

pr. produceret enhed. 

A 

I 

) 

16 

(1.29) 



17 

2. ORIENTEREDE GRAFER 

I dette kapitel gennemgAs nogle elementære grafteoretiske 

begreber, som vi skai anvende i de folgende kapitler. Det er 

tilstræbt, at afsnittet skai kunne tilegnes af læsere med et 

elementært kendskab til mængdelære og matrixalgebra, men af 

pladshensyn har det været npdvendigt at gore det meget kort- 

fattet. En grundig og let tilgaengelig fremstilling af emnet 

er givet af Frank Nielsen(1981). Nielsens bog dekker bl.a. 

hele indholdet i dette kapitel, og der henvises generelt til 

den. Specielle henvisninger er givet i teksten og i fodno- 

ter. Da gennemgangen omfatter et meget stort antal defini- 

tioner, opfordres læseren til at benytte indekset med side- 

henvisninger til disse. 

2.1. Hvad er orienterede grafer? 

En orienteret graf kan fx defineres som to mængder: 

(2.1.a) En mængde af elementer X = (x1,x2,...,xn), som vi 

kalder knudepunkter eller blot punkter ("no- 

des").1) 

(2.1.b) Et antal sammenhænge imellem punkterne X. Disse 

repraesenteres formelt ved en binær relation K 

defineret pA mængden X. 

En binær relation pa X er defineret som en delmmngde af det 

Cartesiske produkt (XxX). Hvis punktparret (x1,x2) tilhorer 

relationen K, siger vi, at der gar en umiddelbar pavirkning 

fra x1 til x2. En orienteret graf kan let illustreres pá et 

stykke papir, idet vi forst afmærker punkterne (x1,...,xn) 

og derefter indtegner relationen K som pile, der forbinder 

1. Den valgte definition er for en endelig graf. Den kan 
lempes til, at X er en tmllelig (men ikke nodvendigvis 
begrmnset) mængde. Hvis X er ubegrmnset, siges grafen at 
vare uendelig. 
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punkterne. Hvis fx (x1,x2) tilhorer K, repræsenteres denne 

sammenhæng ved en pil med startpunkt i x1 og slutpunkt i x2. 

Et eksempel pA en sádan graf er vist i figur 2.1, der 

afbilder det Okonomiske system fra tabel 1.2 .2) 

I figuren repræsenterer punkterne de forskellige konti i 

input-output tabellen (dvs primære inputs, erhverv og ende- 

lige anvendelser), og relationen K er defineret ved, at 

(xi,xj) tilhorer K, hvis konto nr. i leverer til konto nr. 

j 
Orienterede grafer er ofte hensigtsmæssige til analyse af 

det, vi med et bredt ord kalder "systemer". Punkterne X kan 

da repræsentere systemets elementer, mens pilene K kan re- 

præsentere en nærmest vilkArlig indbyrdes sammenhæng mellem 

elementerne. Nedenfor er givet en oversigt over nogle for- 

skellige typer systemer, der kan repræsenteres ved en orien- 

teret graf. 

X 

x., i=1..n er 

K 

pilen (i,j) tilhorer K, hvis 

byer - det er muligt at passere direkte fra 

xi til xj, 

ordrer i EDB- program - xj kan udfores umiddelbart efter xi, 

ansatte i firma - xi er overordnet x,, 

tilstande - direkte overgang fra xi til xj er 

mutig, 

varer og tjenester - xi anvendes i produktionen af xj, 

rorsamlinger - der gâr en positiv strom fra xi til 

xj, 

ledningsterminaler - der gAr en positiv strum fra xi til 

xj, 
j 

beslutningscentre - signaler kan sendes direkte fra xi 

til x., 

dokumenter - xi er relevant for xj, 

konti i regnskab - belob kan overfores fra xi til xj, 

2. Af overskuelighedshensyn er det som hovedregel kun le- 
verancer af storrelsesorden 10 mia. og derover, der er 
medtaget. Desuden er punktet for fakt.orindkomst (og pi- 
lene fra det) udeladt. Betegnelserne er i Ovrigt de samme 
som i tabel 1.2. En tilsvarende graf for den detaljerede 9 

danske input- output tabel er tegnet i J. Asger 01- 
sen(1981) (hvor den dog fejlagtigt kaldes et træ). 
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Figur 2.1 En input- output graf. 

Co 

Grunden til, at orienterede grafer er blevet sá populare 

i mange fagdiscipliner er nok, at mennesker i almindelighed 

synes at fá bedre overblik over problemstillinger, nár de 

tegnes pA papir, end nAr de repræsenteres ved talstOrrelser 

eller symboler. Dette ville imidlertid ikke vare til megen 

nytte, hvis ikke det var muligt at "oversatte" den ene re- 

prasentation til den anden. Datamaskiner har det nemlig 

omvendt: De kan behandle talstorrelsr og symboler, men ikke 

tegninger. Humlen er imidlertid, at der til enhver orien- 

teret graf kan knyttes en matrix, og at enhver matrix om- 

vendt har en underliggende orienteret graf. Det er isar 

denne sammenhang, der gor orienterede grafer til velegnede 

redskaber.i samspillet mellem mennesker og datamater. 

Relationen K er hidtil angivet som en mangde af pile. En 

alternativ og ofte bedre mAde at angive relationen pá er at 

specificere en korrespondance P ved 

(2.2) P(xi) = C x. : (xi,x.) tilhorer K 

Udtrykket P(xi) _ (x5,x7) lases da: "xi pávirker umiddel- 

bart x5 og x7". I figur 2.1 er fx P(N) _ (I,B,Q,Cp,E) og 

P(A) = N. Mangden P(x) kan vare tom for nogle punkter x. 

N Cp 

(1 
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Sádanne punkter kaldes terminaler ("sinks"). I figur 2.1 

optræder de endelige anvendelser I,Cp,E og Co som termina- 

ler. 

Grafen D = (X,P) kan repræsenteres ved en nabomatrix. To 

punkter xi og xj siges at være naboer, hvis enten (xi,xj) 

eller (x,xi) tilhorer grafen. 

Nabomatricen N = (nij) af dimensionen (nxn) kan da defi- 

neres ved 

1, hvis X. tilhorer P(xi) 
(2.3) 

nij 
= 

0 ellers 

Nabomatricen N ("adjacency matrix") indeholder altsA et 

ettal i celle (i,j), hvis der gár en pil fra xi til xj, og 

nuller ellers.3) Nabomatricen for grafen i figur 2.1 er vist 

i tabel 2.1. 

Tabel 2.1 . Nabomatricen for grafen i figur 2.1 

M A N B H Q O Cp Co I E vu 

M 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0; 4 

A 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

N 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 5 

B 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 ; 2 

H 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 

Q 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 4 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0; 1 

Cp 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0; 0 

Co 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0¡ 0 

I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

E 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

vi 0 1 3 1 1 2 1 4 1 3 2 

For enhver graf D kan vi definere den omvendte graf 

3. Okonomer er fortrolige med nabomatricen som den matrix, 
der danner udgangspunkt for "kausalanalyse" af Wkonomiske 
modeller, jf gennemgangen i kapitel 4. 
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( "converse graph ") D' ved at vende orienteringen pá alle 

pile i grafen. Den omvendte graf vil vere karakteriseret ved 

den samme punktmangde X og en invers relation P -1: 

(2.4) D = (X,P) <_> D' = (X,P-1), 

hvor 

(2.5) P-1(x.) _ C x : xj tilh0rer P(x) ) 

Figur 1.1 fra forrige kapitel viser pengekredslobet i sam- 

fundet, og den kan opfattes som en orienteret graf. Dens 

omvendte graf vil i fulge det grundleggende opgorelsesprin- 

cip vise det modsat rettede kredslob af realokonomiske ydel- 

ser. Graferne D og D' siges ogsâ at were retningsbestemt 

duale.4) 4) 
En rmkke af de begreber, vi skal definere i dette 

kapitel, vil ogsâ have en naturlig retningsdual modpart, som 

findes ved at erstatte korrespondencen P i definitionen med 

P -1. For eksempel kan vi definere en kilde ( "source ") som 

det omvendte begreb af en terminal (dvs et punkt xj, for 

hvilket P -1(xj) er tom, jf. ovenfor). I figur 2.1 optrmder 

importen M som kilde.5) Andre begreber vil ikke andre ind- 

hold, hvis pilenes orientering vendes, og disse begreber 

kaldes selvduale. 

Bemmrk, at nabomatricen for den omvendte graf er 

(2.6) N(D') = Nt(D) . 

En graf siges at vere symmetrisk, hvis P(x) = P-1(x) for 

alle punkter x, svarende til at nabomatricen er symmetrisk. 

I sA fald er det fordelagtigt at erstatte de to pile (xi,xj) 

og (xj,xi) med en ikke-orienteret linie i stedet. En sAdan 

ikke-orienteret linie kaldes ogsá et bánd, og som fallesbe- 

tegnelse for bAnd og pile anvendes den topologisk afledte 

betegnelse en "kant". Ikke-orienterede grafer har en rmkke 

anvendelser - fx inden for molekylarbiologien - men de skai 

ikke behandles nmrmere her.6) Vi skai dog ofte stode pA 

4. Denne dualitet má ikke umiddelbart f'orveksles med andre 
former for dualitet, fx. imellem linier og punkter eller 
i linear programmering. PA den anden side er de heller 
ikke uden forbindelse, som vi senere skai se. 

5. Hvis punktet for faktorindkomst, Y, havde veret medtaget 
i figuren, ville det ogsâ have veret en kilde. 

6. I stedet henvises til fx. Harary(1969). 
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begreber, der af natur er knyttet til ikke -orienterede gra- 

fer, dvs. at orienteringen ikke tages i betragtning ved 

definitionen. I sádanne definitioner bruges ordet "kant" i 

stedet for "pil ". 

Antallet af pile, der udgár fra et punkt xi, kaldes ogsá 

udgangsvalensen af xi og skrives vu(xi) (eng.: "outdegree "). 

Udgangsvalensen kan findes som rækkesummen i nabomatricen. 

Vektoren af udgangsvalenser er alts$ 

(2.7) vu = N i , 

som vist i tabel 2.1. Det omvendte begreb af udgangsvalensen 

er indgangsvalensen vi(x), og vektoren af indgangsvalenser 

findes af 

(2.8) v. = Nti . 

i 

En pil, der har samme begyndelses- og endepunkt, kaldes 

en slojfe. I input- output tabellen optræder erhvervenes 

egenleverancer (interne leverancer) som sádanne slojfer. En 

slojfe er en art trivialtilfmlde, der ikke har nogen signi- 

fikans i forbindelse med grafens strukturelle egenskaber, og 

derfor opfattes slOjfen som regel, som om den ikke hOrer med 

til grafen, dvs den udelukkes a priori. I den kvantitativt 

orienterede netvmrksteori, som vi senere skai vende tilbage 

til, er det dog nOdvendigt at tillade slOjfer. 

2.2. Veje og tilgmngelighed 

En deigraf af grafen D = (X,K) er en graf bestáende af en 

delmmngde af punkterne X og en delmmngde af kanterne K. Hvis 

en deigraf omfatter alle den oprindelige grafs punkter, 

siges den at vmre udspmndende. Vi skai senere vende tilbage 

til de mange anvendelser af udspmndende delgrafer. En tur 

( "walk ") i en graf kan defineres som en deigraf af formen 

x1,k1,x2,k2,...,kn-1'xn e 

idet k1 enten er (x1,x2) eller (x2,x1), k2 er enten (x2,x3) 
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eller (x3,x2) etc . Hvis der ikke er mulighed for forveks- 

linger, skai vi i det folgende nojes med at angive en tur 

som en folge af punkter. Antallet af pile i turen kaldes 

turens kardinalitet eller lmngde. En tur, hvori alle pile 

peger i samme retning, kaldes en ensrettet tur. I figur 2.1 

er N-Cp-Q-N-M en tur, mens N-Q-N-Q-O-Co er en ensrettet tur. 

Vi skai i det folgende anvende notationen 

(2.9.a) P(xi,xj) = P(xi)U P(xj) 

og 

(2.9.b) Pk(xi) = p( pk-1(xi) 
) 

For eksempel vil P2(xi) være den mmngde af punkter, der kan 

nás ved at folge forst en pil fra xi til et eller andet xh 

og dernoest en pil fra xh til xj. Med andre ord vil P2(xi) 

være mængden af punkter, der kan nás fra xi ad en ensrettet 

tur af kardinalitet 2. I figur 2.1 er fx P(B4O) _ (I,H,Co) 

og P2(A) _ (I,B,Q,Cp,E). 

For at finde antallet af ture fra xi til xj erindrer vi, 

at række h i nabomatricen har et ettal i det j'te element, 

hvis der gár en pil fra xh til xj. Tilsvarende har sojle h 

et ettal i det i'te element, hvis der gár en pil fra xi til 

xh. Hvis der gár en tur af kardinalitet 2 fra xi til xj ,má 

produktet nihnhj altsá være lig med 1 for mindst et h. Mere 

prmcist angiver skalarproduktet 

h=1 nihnh nihnhj 

antallet of ensrettede ture fra xi til xj af kardinalitet 2. 

Dette skalarprodukt er som bekendt lig med det (i,j)'te 

element i matricen N2 = N *N. Ved induktion fár vi da, at 

(2.10) Antallet af ensrettede ture fra xi til xj af kar- 

dinalitet k er lig med det (i,j)'te element i 

matricen Nk. 

For fuldstændighedens skyld definerer vi, at et punkt er 

en tur af lmngden 0, i overensstemmelse med, at N° = I (en- 

hedsmatricen). 

En tur, i hvilken alle indgáende punkter er forskellige, 
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kaldes en vej ( "path "). Vi skai i denne rapport kun beskmf- 

tige os med ensrettede veje, sádan at vi i det folgende vil 

underforstA ordet "ensrettet" foran ordet "vej ". 

En vej af minimum kardinalitet mellem to punkter kaldes 

en elementar vej. Alle veje fra xi til xj er enten en ele- 

mentar vej eller en union af flere elementmrveje. I figur 

2.1 er A-N-B-H-Cp sAledes en vej, mens A -N -Cp er en elemen- 

tar vej. 

Afstanden mellem to punkter kan defineres som lrangden af 

en ensrettet elementrarvej fra xi til xj. Hvis der ikke fin - 

des nogen sádan vej er afstanden uendelig. PA figuren er fx 

afstanden fra A til Cp lig med 2, mens afstanden fra A til M 

er uendelig. 

En tur siges at vare lukket, hvis den har samme begyndel- 

ses- og slutpunkt. I modsat fald siges den at vare Aben. 

En kreds er defineret som en lukket tur af positiv læng- 

de, hvori alle punkter er forskellige (pánrar det falles 

start- og slutpunkt). Hvis turen er ensrettet, siges kredsen 

ogsA at vare ensrettet. I figur 2.1 er M-I-B-N-M sAledes et 

eksempel pA en kreds, mens den eneste ensrettede kreds er 

N -Q -N. 

En af de mest fundamentale strukturelle egenskaber ved en 

orienteret graf er dens tilgængelighedsforhold. Et punkt xj 

siges at vare tilgængeligt ( "reachable ") fra xi, hvis der 

eksisterer en ensrettet tur fra xi til xj. Mængden af punk- 

ter, der er tilgængelige fra xi inden for afstanden k, be- 

tegnes og Rk(xi) og kaldes den k- tilgngelige mængde. Den 

k- tilgængelige mængde Rk kan lindes som 

(2.11) 
k 

Rk(xi) = 
u Ph (xi) 
h=0 

dvs foreningsmængden af alle de punkter, der kan nás ad en 

ensrettet tur af kardinalitet h<=k. I figur 2.1 er fx Ro(A) 

= A, R1(A) = AuP(A) _ (A,N), og R2(A) = AuP(A)uP2(A) _ 

(A,N,I,B,Q,Cp,E). Nár den maksimale tilladte afstand k oges, 

vokser mængden Rk(x), indtil vi nár en bestemt grmnse kmax, 

hvorefter mængden Rk(x) ikke lmngere vokser med k. Denne 

mængde kaldes ogsá den tilgængelige mængde slet og ret, og 
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den skrives R(x) (uden fodtegn).7) I Figur 2.1 er fx R(A) _ 

(A,N,I,B,H,Cp,E,Q,O,Co). Tilsvarende definerer vi den til- 

gengelige mengde fra en punktmengde S som R(S), nemlig 

unionen af de enkelte punkters tilgængelige mengder. 

2.3. Grafens afledede matricer. 

I dette afsnit defineres tre afledede matricer, knyttet 

til en orienteret graf D. Alle tre matricer kan afledes fra 

nabomatricen N. Da denne matrix i praksis kan vere temmelig 

stor, er det ofte en beregningsteknisk fordel at opfatte den 

som en logisk matrix i stedet for en numerisk matrix. I en 

logisk matrix er elementerne som bekendt ikke tal, men der - 

imod verdierne "sand" eller "falsk ", ofte representeret ved 

tallene hhv 1 og O. Disse verdier kan i princippet lagres i 

en enkelt "bit" i en datamaskine, og logiske matricer vil 

derfor optage vesentlig mindre plads end numeriske, ligesom 

de er hurtigere at operere pA. Derfor indledes afsnittet med 

en omtale af logisk matrixalgebra. Derefter defineres og 

udledes tilgengelighedsmaticen, afstandsmatricen og omvejs- 

matricen. 

2.3.1. En kort digression om logiske matricer 

Den grundlmggende forskel pá logiske matrixudtryk og 

numeriske er, at de skalare operationer addition og 

multiplikation erstattes af hhv. logisk "eller" og logisk 

"og ". Dette krever máske en uddybning. Vi starter med at 

notere os, at skalarproduktet of to vektorer kan siges at 

bestá af to operationer. I forste trin element-til-element- 

multiplicere's de to vektorer, dvs at det i'te element i den 

ene vektor multipliceres med det i'te element i den anden 

vektor. I andet trin summeres de fremkomne produkter til en 

skalar. Den forste operation , multiplikationen, kan passen- 

de kaldes elementoperationen, da den har de enkelte elemen- 

7. Det er oplagt, at k má vere mindre end n, antallet af 
knudepunkter. Hvis der ikke findes en tur af lmngden 
(n -1), findes der i hvert fald ikke nogen, der er len- 
gere. 
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ter som operander og ikke andrer vektorernes dimension. Den 

anden operation ,additionen, kan tilsvarende kaldes den 

reducerende operation, idet den reducerer operanden fra at 

vare en vektor til'en skalar. Det logiske skalarprodukt kan 

nu defineres ved elementoperationen "og" og den reducerende 

operation "eller ". Med denne modifikation kan skalarproduk- 

tet af to logiske vektorer defineres fuldstmndig som et 

skalarprodukt af reelle vektorer. Den logiske differens 

imellem a og b kan defineres som (a eller non b). Generali- 

seringen til logiske matricer er triviel. Det er dog yard at 

notere sig, at den "logisk inverse" af en logisk matrix kun 

eksisterer, hvis matricen er en permutationsmatrix (dvs med 

netop et ettal i hver sojle og rakke). Den inverse af sádan 

en matrix er dens transponerede. 

Bortset fra disse mindre modifikationer kan de alminde- 

lige regneregler for matrixalgebra ogsá anvendes pA logiske 

matricer. Vi skal i det folgende anvende de normale tegn 

*,x,+ og - for hhv. matrixmutiplikation, element-til-ele - 

ment- multiplikation, addition og subtraktion pá logiske 

matricer, men vi skal forsyne operatoren med en understreg- 

ning, hvis den er logisk. 

n 

A*B = C cij = V 
(aihAbhj) 

h=1 

AxB = C c. _ (a. .Ab. .) 
ij ij zj 

A+B = C cij - (aijvbij) 

A-B = C cij = (aijv non(bij) ) 

Ak = C C = Ak-1*A 

Den k'te logiske potens af nabomatricen N vil analogt 

med (2.10) have et ettal i celle (i,j), hvis der eksisterer 

mindst en ensrettet tur of kardinalitet k fra xi til x., nul 

ellers. 

. 



2.3.2. Tilgmngelighedsmatricen 

Tilgmngelighedsmatricen ( "reachability matrix ") kan nu 

defineres som R :(rij), hvor 

(2.12) r 
ij 

1 , hvis xj er tilgængelig fra xi 

0 ellers 
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I figur 2.2 er vist et eksempel pa en graf, dens nabomatrix 

og dens tilgængelighedsmatrix. 

Figur 2.2. En graf og dens logiske matricer 

N R 

A B C D E A B C D E 

A 0 0 1 0 0 A 1 0 1 1 1 

B 0 0 0 1 1 B 0 1 1 1 1 

C 0 0 0 1 1 C 0 0 1 1 1 

D 0 0 1 0 0 D 0 0 1 1 1 

E 0 0 0 0 0 E 0 0 0 0 1 

A B 

Vi erindrer, at xj er tilgængelig fra xi, hvis og kun hvis' 

der eksisterer en ensrettet tur fra xi til xj. Dette vil 

vagire tilfmldet, jf (2.10), hvis det (i,j)'te element i blot 

en af matricerne N,N2,N3,..,Nn er forskelligt fra nul. 

Folgende algoritme vil derfor finde tilgaengeligheds- 

matricen: 

- 
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(2.13) 1. Set k=0 

set Ro = I ( Rk er den k-begrensede til- 

gangelighedsmatrix) 

set N° = I ( Nk er den k'te logiske potens 

af N) 

2. Gentag 

sat k = k +1 

sat Nk = Nk -1 *N 

set Rk = 
Rk-1 ± Nk 

indtil Rk 
= Rk-1 

Ved algoritmens stop vil Rk vere tilgengelighedsmatricen, og 

k -1 vil vere den sturste endelige afstand imellem to punkter 

i grafen. Bemerk, at matricerne Rk, der fremkommer under- 

vejs, har interesse i sig seiv, idet de er tilgengeligheds- 

matricerne for sturste afstand k. 

Grafens tilgengelighedsegenskaber som representeret ved 

R- matricen er meget vigtige ved strukturelle analyser. For 

eksempel kan vi umiddelbart se fra R- matricen, hvilke punk - 

ter der kan p$virkes direkte og indirekte fra et givet punkt 

xi, kan vere kontrolleret. Derfor er tilgengelighedse- 

genskaberne et vigtigt objekt for kontrol- og regulerings- 

teori (jf fx Franksen m.fl.(1979)). 

2.3.3 Afstandsmatricen* 

Afstandsmatricen ( "distance matrix ") D er en anden 

matrix, der indeholder oplysninger om tilgengeligheden i 

grafen, men den indeholder fiere oplysninger end R- matricen. 

R- matricen kan nemlig afledes af afstandsmatricen D, men 

ikke omvendt. Til gengeld er afstandsmatricen en numerisk 

matrix, der altsá er dyrere at udlede. 

Afstanden d(xi,xj) mellem to punkter xi og xj er ovenfor 

defineret som kardinaliteten af en elementar vej fra xi til 

xj. Hvis xj ikke er tilgengelig fra xi er afstanden uende- 

lig. Afstandsmatricen D = (dij) kan nu defineres ved 

som 
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(2.14) dij = d(xi,xj) . 

Afstandsmatricen kan udledes pá næsten samme made som 

R-matricen. Da afstanden fra xi til xj er lig med lmngden af 

den korteste ensrettede tur fra xi til xj, vil dij være lig 

med det mindste k, for hvilket celle (i,j) i matricen Nk er 

forskellig fra nul, jf (2.10). Hvis et sádant k ikke findes, 

er afstanden uendelig. 

Herefter kan afstandsmatricen findes analogt med tilgæn- 

gelighedsmatricen: 

(2.15) 1. Sat k =0 

Definer matricen D ved 

d° j= 0, hvis i = j, 
uendeligt ellers 

(D er matricen for afstande < =k) 

set N° = I 

2. Gentag 

set k =k +1 

set Nk = Nk -1 *N 

find Dk ved at sætte 

dij = k, hvis 

(n11j=1) og (dijT er uendelig) 

dk . = dk_1 ellers i i 
indtil Dk-1 = 

Dk 

Afstandsmatricen for grafen i figur 2.2. er 

o 
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A B C D E 

A 0 - 1 2 2 

B- 0 2 1 1 

C - - 0 1 1 

D - - 1 0 2 

E - - - - 0 

(tegnet - markerer, at afstanden er uendelig). 

Afstandsmatricen kan imidlertid findes mere effektivt, 

hvis vi definerer en sarlig slags matrixmultiplikation ved 

C = A*B => cij = min (aik+bkj) 
k 

Som ved almindelig matrixmultiplikation er cij altsa lig med 

skalarproduktet af A- matricens rakke i og B- matricens sojle 

j. Men hvor skalarproduktet normalt defirieres ved elemento - 

perationen * (multiplikation) og den reducerende operation + 

(addition), er det her defineret ved elementoperationen + 

(addition) og den reducerende operation "min" (minimering). 

Vi danner nu matricen D1 ved at erstatte alle nuller uden 

for diagonalen i nabomatricen med tallet "uendeligt" (la- 

seren kan seiv overbevise sig om, at denne D1 er lig med 

D1- matricen fra (2.15)). Det kan nu vises, at 

(2.16) Dk+1 
= DkD1 

sádan at afstandsmatricen D kan findes som (D1)6 8) Se i 

Ovrigt den udtOmmende gennemgang af "shortest paths" i Law- 

ler(1976). 

Bemark, at den k- begransede tilgangelighedsmatrix kan 

udledes direkte af D-matricen, nemlig ved at satte 
rij 

= 1, 

hvis 
dij<=k, 

og rij = 0, hvis dij>k. 

Tilgængelighedsmatricen R vil vare tilstrakkelig til de 

fleste formal, fx til at undersoge en models implikations- 

struktur. Men vi skai snart se, hvordan vi er nodt til at 

kende afstandsmatricen, hvis vi onsker at undersOge indekom- 

posable systemer. 

8. En mere effektiv algoritme er Floyd -Warshall metoden, jf. 
Lawler(1976) 

A B 

oN 

9 

4 3 C, D 

11Tzi 
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2.3.4. " Omvejsmatricen"* 

Afstandsmatricen D angiver i det ( i,j)'te element kardina- 

liteten af en korteste vej fra i til j. Vi kan analogt her - 

med definere omvejsmatricen ( "detour matrix ") ved, at dens 

(i,j)'te element angiver kardinaliteten af den lmngste vej 

fra i til j. Omvejsmatricen for grafen i figur 2.2 er 

A B C D E 

A 0 - 1 2 2 

B- 0 2 1 3 

C - - 0 1 1 

D - - 1 0 2 

E - - - - 0 

E 

5 

1 

A 

Bemærk, at omvejsmatricen for denne simple graf er lig med 

afstandsmatricen, pánmr elementet (B,E). Der er imidlertid 

ikke udviklet effektive metoder til at finde omvejsmatricen 

for starre grafer, med mindre de er acykliske (dvs at de 

ikke indeholder en ensrettet, lukket tur). Dette skyldes, at 

det overraskende nok ikke har vmret muligt at udvikle en 

effektiv algoritme til at finde en udspmndende kreds for en 

sádan lukket tur - en sákaldt Hamilton- kreds.9) En variant 

of dette problem er kendt under navnet "den rejsende han- 

delsmands problem ": Hvordan kan en rejsende handelsmand 

besage samtlige byer i sit distrikt sá billigt som muligt pá 

en sádan máde, at han slutter i sit udgangspunkt efter at 

have passeret samtlige byer netop en gang? Dette problem er 

trods meget hovedbrud endnu ikke effektivt lost, og mange 

matematikere tvivler pá, at det nogensinde vil blive det. 

9. Hvis den lukkede tur indeholder en sákaldt teta -graf, vil 
den dog ikke have nogen Hamilton -kreds, jf Harary(1969). 

/ 
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2.4. Sammenhængsegenskaber og komponenter 

2.4.1. Typer af sammenhmng 

Rustet med det meget anvendelige begreb tilgmngelighed 

kan vi nu definere en række typer af sammenhænge imellem to 

punkter. 

(2.17) A. To punkter xi og xj siges at være adskilte 

(0-sammenhængende, hvis der ikke eksisterer 

nogen tur mellem xi og xi (Bemærk, at turen 

ikke behOver at vare ensrettet). 

B. Punkterne xi og X. siges at vere (svagt) sam- 

menhængende eller 1-sammenhængende, hvis der 

gár en ikke nOdvendigvis ensrettet tur mellem 

C. Punkterne xi og xj siges at være ensrettet 

eller 2-sammenhængende, hvis der eksisterer 

en ensrettet tur fra xi til xj eller fra xj 

til xi, dvs hvis x. tilhorer R(xi) eller x. 

tilh0rer R(xj). 

D. Punkterne xi og x kaldes stærkt eller 3-sam- 
menhængende, hvis der findes en ensrettet tur 

bAde fra xi til x og fra X. til xi, dvs. 

hvis X. tilhorer R(xi) og xi tilhorer R(xj). 

Bemærk, at kategorierne B,C og D er stadig snmvrere: Hvis 

to punkter er stmrkt sammenhmngende, vil de ogs$ vere ens- 

rettet sammenhængende og sammenhængende, men ikke omvendt. 

Bemærk yderligere, at hvis to punkter ligger i en ensrettet 

kreds, vil de være stærkt sammenhængende. Omvendt vil to 

stærkt sammenhængende punkter Whore mindst en og mAske 
fiere ensrettede kredse. 

En hei graf D siges tilsvarende at være sammenhængende, 

J 

xi og xj. 
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ensrettet eller stærk, hvis samtlige punkter i grafen til- 

hOrer den págaldende sammenhængskategori. Hvis de n-1 punk- 

ter i en graf er stærkt sammenhængende og det sidste punkt 

er ensrettet sammenhængende med de Ovrige, vil grafen altsá 

ikke vare stark, kun ensrettet. 

Vi definerer nu en komponent af grafen D med hensyn til 

en bestemt egenskab som en relativt maksimal delgraf af D, 

der opfylder egenskaben. Det vil sige, at en delgraf er en 

komponent, hvis vi ikke kan foje et punkt eller en kant fra 

D til delgrafen, uden at egenskaben for den gár tabt. En 

sammenhmngskomponent af D er derfor en relativt maksimal 

delgraf, der er sammenhængende, og en ensrettet og en stark 

komponent er tilsvarende maksimale delgrafer, der er ensret- 

tede og starke. Et isoleret punkt kan opfattes som et tri- 

vialtilfmlde af báde en sammenhængs- en ensrettet og en 

stark komponent. Grafen i figur 2.2 udgor sáledes en enkelt 

sammenhmngskomponent, mens den har to ensrettede komponenter 

med punkterne A-C-D-E og B-C-D-E. Den har en enkelt ikke- 

triviel stark komponent med punkterne C-D, mens punkterne A, 

B og E er trivielle starke komponenter. Bemærk, at mens to 

sammenhengskomponenter altid vil vere disjunkte, og to 

starke komponenter altid vil være disjunkte, vil to ensret- 

tede komponenter i almindelighed godt kunne have báde pile 

og punkter fælles. Sammenhængskomponenterne og de starke 

komponenter udgor altsá en klassedeling af grafens punkter 

og pile, mens det samme ikke er tilfaldet for de ensrettede 

komponenter. 

2.4.2. Basis for en graf* 

En basis B er en relativt minimal punktmmngde, hvorfra 

alle grafens punkter er tilgangelige. Mere formelt er B en 

basis for D, hvis 

(2.18) R(B) = X og 

for alle agte delmmngder S af B er R(S) en agte 

delmengde af X. 

Det folger umiddelbart, at ingen punkter i B kan vare til- 
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gængelige fra andre punkter i B, for ellers ville B ikke 

vare minimal. Derfor má et punkt i basis enten have ind- 

gangsvalensen nul eller ligge i en ikke -triviel stark kom- 

ponent, hvorfra ingen andre punkter er i basis. Dette bety- 

der, at ethvert punkt bi i basis mA vmre en entydig basis 

for en eller fiere ensrettede komponenter. Mangden af til- 

gmngelige punkter fra bi, R(bi), kaldes ogsá fundamental - 

mangden for bi. Den vil vmre lig med unionen af de ensret- 

tede komponenter, der har bi som basis. Fundamentalmangden 

for bi kan fortolkes som den mmngde af punkter i grafen, der 

kan pávirkes fra basispunktet bi. I grafen for en input -out- 

put tabel vil basis vmre de primære inputs, og en fundamen- 

tal mmngde for input nr. i vil were de konti, der direkte 

eller indirekte modtager leverancer af input i. 

De omvendte begreber af en basis og en fundamentalmangde 

kaldes en kontrabasis'og en kontrafundamental mmngde. Kon- 

trabasis for en input- output graf vil vare de endelige an- 

vendelser, og den kontrafundamentale mmngde for den j'te 

endelige anvendelse vil vmre de primmre inputs og erhverv, 

der leverer direkte eller indirekte til denne anvendelse. 

2.5. Incidensmatricer og udspændende træer 

2.5.1. Punkt -pil incidensmatricen 

I dette afsnit skai vi beskmftige os med en anden máde at 

repræsentere orienterede grafer pA end den, vi hidtil har 

benyttet (nabomatricen). Vi skai bruge en alternativ type 

representation, der er meget anvendt inden for netværkste- 

orien, nemlig incidensmatricer. Ordet incidens betyder be- 

roring, og en incidensmatrix er en rektangulær matrix, der 

angiver, hvordan forskellige topologiske objekter "rOrer 

ved" hinanden. Nár vi taler om incidensmatricen pA bestemt 

form, vil vi forstá en speciel incidensmatrix, nemlig 

punkt -pil incidensmatricen, der angiver om en pii "rorer" et 

punkt eller ej. Mere pracist defineres den udvidede inci- 

densmatrix A = (aij) of dimensionen (punkter x pile) ved 
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1, hvis pil nr. j udgár fra punkt i 

-1, hvis pil nr. j gár ind i punkt i 

0 ellers 

I figur 2.3 er grafen fra figur 2.2 gentaget, og dens 

punkt-incidensmatrix er vist. 

Figur 2.3. En graf og dens incidensmatrix 

A 

B 

C 

D 

E 

1 2 3 4 5 6 

1 0 0 0 0 0' 

0 1 0 0 0 1 

C 
-1 0 1 1 -1 0 

0 -1 -1 0 1 0 

0 0 0 -1 0 -1 

E 

.i 
3 

*D 

5 

1 2 

A B 

Det er indlysende, at den udvidede incidensmatrix A ikke 

kan have fuld rang, idet sojlesummerne pr. definition er 

nul. Generelt gaelder, at rangen af A er (n -k), hvor n er 

antallet af knudepunkter og k er antallet af sammenhmngskom- 

ponenter i grafen.10) Vi skai i det folgende antage, at 

grafen D er sammenhmngende, sâdan at rangen af A er (n -1). I 

sá fald kan vi fjerne en vilkárlig af rækkerne i A, fx den 

for knudepunkt nr. k, idet denne rmkke kan fremstilles som 

en linearkombination af de ovrige rmkker. Med et lân fra 

elektrisk netvmrksteori siger vi, at punktet k er valgt som 

reference eller datum. Den sáledes reducerede incidensmatrix 

betegnes A (uden streg over), og den kaldes i det folgende 

blot incidensmatricen. Hvis punktet C fx vælges som referen- 

ce i figur 2.3, f$s den reducerede incidensmatrix 

A 

B 

D 

E 

1 2 3 4 5 6 

1 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 1 

0 -1 -1 0 1 0 

0 0 0 -1 0 -1 

10. Jf. fx. Bryant(1967) A B 

E 

4 3 

DATUM -L .- 

C; ' 'D 

= 
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Det ses, at i den reducerede punktmatrix A er sojlesummerne 

nul for de pile, der ikke er incidente til referencen, -1 

for de pile, der gar ud fra referencen, og +1 for pilene til 

referencen. Vi skai normalt sortere pilene pA en sádan made, 

at pilene fra referencen kommer forst, mens pilene til re- 

ferencen kommer sidst, dvs at 

(2.20) itA = (-i3O,i) 

hvor i symboliserer passende valgte vektorer af ettaller. 

Hvis grafen er sammenhmngende, vil den reducerede inci- 

densmatrix A som nmvnt have fuld rang (n -1). Dette betyder, 

at vi kan udtage mindst en kvadratisk delmatrix As af A med 

rang (n -1), sádan at (As) -1 eksisterer. Delmatricen As kal- 

des en basismatrix for A. 

2.5.2. Nabo- og incidensmatricens sammenhmng 

Da nabomatricen og incidensmatricen hver for sig er en 

komplet reproesentation af grafen, er det oplagt at der ma 

være en snoever sammenhmng mellem de to matricer. For at 

finde denne sammenhmng bemoerker vi, at incidensmatricen kan 

opfattes som differensen af to matricer, der hver for sig 

udelukkende indeholder ettaller og nuller: 

Definer de to matricer udmatricen n =(gij) og indmatri- 

cen =(gij) af dimension (nxa) ved 

(2.21) gij 

(2.22) 
gij 

= 

1, hvis pil nr. j gar ud fra punkt i 

0 ellers 

1, hvis pil nr. j gar ind i punkt i 

0 ellers 

Matricerne au og ni er de byggesten, alle reprmsentatio- 

ner of grafer er bygget op pA, og de er smrligt centrale i 

forbindelse med input- output modeller. De vil indeholde 

netop et ettal i hver sojle, og de vil folgelig være summa - 

tionsmatricer, jf. appendix 2. Vi har 

, 

u 
Gi 

= 

[ 
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(2.23) itu = it 

(2.24) Gúi = vu 

hvor vu er en (nx1) vektor af punkternes udgangsvalenser, 

jf. (2.7). Tilsvarende er vektoren af rækkesummer i Gi en 

vektor af indgangsvalenser, jf. (2.8). Af definitionerne 

folger, at den udvidede incidensmatrix A kan skrives 

(2.25) A = - Gi 

og tilsvarende er den reducerede incidensmatrix 

(2.26) A = Gu - G. 

hvor Gu og Gi er de reducerede ud- og indmatricer, hvor 

rakken for referenceknudepunktet er fjernet. 

Bemærk, at mens (2.24) stadig vil holde for de reducerede 

matricer (blot uden referencens ud- og indgangsvalenser), 

vil sojlesummerne ikke som i (2.23) være 1 for Gu og Gi. For 

de pile, der hhv. udg$r fra referencen og ender i referen- 

cen, vil sojlesummen i hhv. Gu og Gi være O. 

Nabomatricen kan ogsá udledes pá en enkel mâde ud fra de 

to summationsmatricer, nemlig som 

(2.27) N 
u i 

Det overlades til læseren at udlede dette. Valget af re- 

ference svarer til, at fx. den k'te rmkke og sojle i nabo- 

matricen stryges. I kapitel 3 skai vi vende tilbage til 

denne proces i forbindelse med diskussionen af ábne kontra 

lukkede stromningsnetværk. 

For vi gár videre, má vi imidlertid definere begrebet et 

tre og udlede nogle egenskaber ved traer. 

2.5.3. Udspandende traer 

Folgende tre definitioner af et tra er mkvivalente, jf. 

fx Christophides(1975). Et tra er: 

I 

/u ? 

= 
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(2.28) A. En sammenhengende graf med n punkter og (n-1) 

kanter 

B. En sammenhengende graf uden kredse 

C. En graf, i hvilken ethvert par af punkter er 

forbundet med en og kun en vej (ikke nodven- 

digvis ensrettet) 

Bemerk, at definitionen af et tre ikke tager hensyn til 

orienteringen af kanterne. 

En udspendende delgraf for grafen D er ovenfor defineret 

som en delgraf med samme punktmengde som D, men med en 

delmengde af D's kanter. Hvis D er en sammenhengende graf 

med n punkter, kan et udspendende tre for D defineres som en 

udspendende delgraf, der er et trm (dvs opfylder (2.28) ). 

Et udspendende tre vil vere en minimal, sammenhengende 

udspendende delgraf af D og kaldes derfor ogsá et ske- 

let.11) For eksempel udgOr kanterne 1,2,3 og 4 et skelet for 

grafen i figur 2.3. 

Et ensrettet tre Tr med roden xr - et ud-trm - er det 

orienterede modstykke til definitionen af et tre, og det er 

karakteriseret ved 

(2.29) A. Tr er et tre 

B. Et af punkterne i trmet har indgangsvalens nul 

og kaldes roden xr 

C. Punktet xr er en kilde for treet, dvs at R(xr) 

= Tr (alle punkterne i treet er tilgmngelige 

fra xr igennem treet) 

En mere formel definition er, at et ensrettet trm med rod xr 

er en orienteret graf, i hvilken indgangsvalensen for xr er 

nul og for alle andre punkter er 1. Det omvendte begreb af 

11. En alternativ definition af et udspmndende tre er en 
maksimal sammenhængende delgraf uden kredse, idet en 
minimal udspmndende delgraf ikke kan indeholde nogen 
kredse 

. 

. 
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Et trim 
Et ind-trm Et ud-trm 

til E fra E 

E E .E 

L D C L D 
Á B A B A B 

et ud-trm er et ind-tra, som har netop et punkt med udgangs- 

valens 0.12) I figur 2.3 findes ingen ud-traer, men kanterne 

1,4,5 og 6 udgor et ind-tra til punktet E. 

Antallet at traer i en graf stiger generelt meget hurtigt 

med antallet af punkter og kanter. Der galder folgende be- 

mmrkelsesvmrdige satning: 

(2.30) Antallet af forskellige traer i en sammenhangende 
graf uden slojfer er givet ved det(AAt), hvor A er 

grafens incidensmatrix 

(bemark, at det(AAt) er lig med co-faktoren til reference- 

punktet i matricen Alit). 

Antallet af ind-traer til et givet punkt i grafen kan 

findes som co-faktoren til et vilkárligt element i punktets 

rmkke i i matricen 

(2.31) N 
vu 

Da et ud -tra for grafen er et ind -tra for den omvendte graf, 

fás at antallet af ud -traer fra punktet er lig med den til- 

svarende co- faktor i matricen -Gi At, se referencer i 

12. En separabel nytte- eller produktionsfunktion er et godt 
eksempel pA et ind-tra 

/4 
C 

.D 

. 

- G t A 
u 

c 

1 1 
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Harary(1969).13) 

Nar traer er sa anvendte i forbindelse med netvarksmodel- 

ler, hanger det sammen med folgende satning, som vi senere 

skai vende tilbage til: 

(2.32) En delmatrix As af incidensmatricen A(D) er en 

basismatrix for A hvis og kun hvis As er incidens- 

matricen for et udspmndende trm for D 

Kanterne i et udspmndende tra for D kaldes trmgrene, og 

de ovrige kanter i D kaldes korder. Mmngden af korder kaldes 

ogsa trmkomplementet eller co-traet. Tract og co-traet udgor 

en klassedeling af mangden af kanter i grafen, og vi kan 

derfor omsortere og opdele incidensmatricen i to submatri- 

cer, sa 

(2.33) A = ( As Ac 
) 1 

idet As er incidensmatricen for det udspmndende trm, og Ac 

er den tilsvarende incidensmatrix for trmkomplementet (kor- 

derne). Bemark, at inddelingen ikke entydig, idet der findes 

det(AAt) forskellige udspmndende traer for D. Vi skai i det 

folgende tage valget af tra for givet - det ene kan til 

vores formal vare lige sá godt som det andet. Klassedelingen 

kan ogsa udvides til at galde grafer, der ikke er sammenhmn- 

gende, idet vi da valger en udspmndende skov for grafen, dvs 

en delgraf, bestaende af et udspmndende trm for hver af 

grafens sammenhangskomponenter. 

For en graf med n punkter og a kanter galder, at 

(2.34) a = n - k + m , 

hvor k er antallet af sammenhangskomponenter og m er antal- 

let af korder i co-traet ((n-k) er antallet af trmgrene, jf. 

ovenfor). I en sammenhangende graf vil antallet af korder 

13. Udmatricen for den omvendte graf er jo lig med G. og 
vice versa. Heraf folger, at incidensmatricen for den 
omvendte graf er -A. Herefter er resultatet trivielt. 
Matricen N i (2.31) er lig med den negative nabo- 
matrix, borrset fra at nullerne i diagonalen er erstat- 
tet med punkternes udgangsvalenser 
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derfor vare m = a - (n -1). 

2.5.4. Kredsmatricen 

Vi skai i dette afsnit se, hvordan begrebet en kreds er 

mart knyttet til begrebet et udspændende tra. Et udspandende 

træ var jo en maksimal delgraf uden kredse. Dette betyder, 

at hvis vi fojer en vilkárlig pil fra co-traet til et ud- 

spændende tra, vil vi danne netop 1 kreds bestáende af kor- 

den plus et ukendt antal tragrene. En sádan kreds kaldes 

ogsá en basiskreds eller en fundamental kreds (eller blot 

f-kreds). Af (2.34) fOlger, at en sammenhaengende graf inde- 

holder m = a - (n-1) fundamentalkredse. I vores efterhánden 

velkendte eksempel fra figur 2.3 kan vi fx valge et tra 

bestáende af kanterne 1,2,3 og 4, sádan at korderne 5 og 6 

definerer hver sin fundamentalkreds C5 og C6. Dette er il- 

lustreret i figur 2.4, hvor trægrenene er trukket op med fed 

streg. 

Figur 2.4. En graf og dens fundamentalkredse 

E 

jç;) 
3 

C '' D 
5 

1 

A B 

I en orienteret graf vil fundamentalkredsene ikke ge- 

nerelt vare ensrettede, men det vil vise sig hensigtsmmssigt 

at give dem en orientering (omlobsretning), som vi ar- 

bitrært, men bedrevidende lader bestemme of orienteringen af 

den definerende korde. En pil kan nu indgá i kredsen med 

eller mod kredsens omlobsretning som illustreret i figur 
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2.4. Den entydige korde vil dog pr. definition indgá med 

omlobsretningen. 

Vi kan nu definere den fundamentale kredsmatrix C = (cij) 

som en kreds -pil incidensmatrix of dimension (mxa), sádan at 

(2.35) cij 

1, 

-1, 

0 

hvis pil nr. j indgár 
med omlObsretningen 

hvis pil nr. j indgár 
mod omlobsretningen 

ellers 

i 

i 

kreds 

kreds 

nr. 

nr. 

i 

i 

Vi kan nu ligesom med A-matricen ordne sojlerne i kreds- 

matricen, sádan at de pile, der indgár i det udspændende 

træ, kommer forst. Hvis vi yderligere nummererer basi- 

skredsene efter deres definerende korder, fás 

(2.36) C = (Cs Cc) _ ( Cs lc) 

idet der jo netop indgár 1 korde i den i'te basiskreds , og 

den pr. definition har positiv orientering i kredsen. Den 

fundamentale kredsmatrix for grafen i Figur 2.14 er 

1 2 3 4 5 6 

C5 0 0 1 0 1 0 

C6 0 -1 1 -1 0 1 

Heraf folger umiddelbart, at den fundamentale kredsmatrix 

har fuld rang, nemlig 

(2.37) rang(C) = rang(Ic) = m 

Tallet m kaldes derfor ogsá kredsrangen eller det cykloma- 

tiske tal for grafen D. Der gælder altsá, at 

(2.38) rang(A) + rang(C) = (n-k) + m = a 

nemlig antallet of kanter i grafen. 

Vi har hidtil udelukkende beskæftiget os med grafens 

fundamentale kredse, men vi kan jo i princippet definere 

kreds -pil incidensmatricer for alle tænkelige kredse i gra- 

( 

Il 1 
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fen. For eksempel indeholder vores graf ovenfor ogsá kredsen 

(2,4,5,6), der jo til mange formál kan vmre lige sá god som 

de to andre. Her gelder imidlertid, at uanset hvilken kreds, 

vi udtager fra grafen, kan dens incidensrmkke findes som en 

linearkombination af rækkerne i den fundamentale kreds- 

matrix. En incidensrække for den nævnte, ikke -fundamentale 

kreds kan fx fás, hvis vi trekker C5- 
5 
-rmkken fra C 

6 
-rmkken 

ovenfor. Vi siger derfor, at rmkkerne i den fundamentale 

kredsmatrix udspænder grafens kredsrum. 

Vi skai i resten af denne rapport bruge betegnelsen "en 

kredsmatrix for grafen" om en vilkárlig matrix C af rang m, 

der kan frembringes ved additive rækkeoperationer pa en 

fundamental kredsmatrix. 

2.5.5. Den fundamentale nulrelation 

Grundlaget for stort set al analyse of netværk er folgen- 

de sammenhæng imellem A- og C- matricerne. Den kaldes ogsA 

den fundamentale nulrelation: 

(2.39) A Ct = 0 

Da relation (2.39) er sá central, skai en udledning af den 

gennemgás. Det er tilstrmkkeligt at vise, at skalarproduktet 

aicj er nul for en vilkárlig række ai i A og sOjie cj i Ct. 

Til en start kan vi notere, at rækken ai kun indeholder tal 

forskellige fra nul i celle (i,k), hvis pil nr. k berorer 

punkt nr. i. Hvis kreds nr. j derfor ikke indeholder punktet 

i, vil skalarproduktet vare nul. Hvis kreds nr j derimod 

indeholder punktet i, udnytter vi, at at ethvert punkt i en 

fundamentalkreds har netop to incidente pile. Hvis disse 

pile begge er orienteret ind i eller ud af punktet, vil de 

have samme fortegn i ai- rækken. Men i sa fald mA de indgá 

med modsat fortegn i fundamentalkredsen, som det fremgâr af 

figur 2.5. 
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Figur 2.5. 

To pile, der er incidente til bade et punkt og en kreds 

('Ç)__ x. i 

. .01--.. 

De to indgaende led i skalarproduktet vil derfor have modsat 

fortegn og ophave hinanden, sadan at skalarproduktet bliver 

nul. Omvendt, hvis de har forskellige fortegn i ai- rakken, 

vil de have samme fortegn i c- sOjlen, og skalarproduktet er 

atter nul. 

Den fundamentale nulrelation (2.39) giver os en nem made 

at finde f- kredsmatricen pá, idet 

(2.40) A Ct = 0 

Ct 
l (As 

Ac) le 1 = 0 

ASCs + Ac 

CS 

o 

-(As) -1Ac 

Den samlede C- matrix findes ved at enhedsmatricen Ic fojes 

til Cs. 

Den inverterede basismatrix AS1 betegnes Bs. Nu var 

(2.39) nappe en god made at finde kredsmatricen pá, hvis det 

var nodvendigt at invertere As, men det er sá heldigt, at 

Bs-matricen kan tolkes som en incidensmatrix imellem pilene 

og vejene fra et givet punkt til referencepunktet igennem 

treeet: 

Vi husker, at i et tree findes en og kun en (ikke nOdven- 

digvis ensrettet) vej mellem to vilkárlige punkter, og at 

vi valgte en reference for treeet ved at stryge en række i 

den udvidede incidensmatrix, jf. afsnit 2.5.1. Vi betragter 

nu vejen fra et givet punkt xi igennem treeet til reference- 

punktet (datumvejen) og vedtager, at en pil indg$r med po- 

sitiv orientering, hvis den peger mod referencen , og med 

negativ orientering, hvis den peger væk fra referencen (mod 

l 

= 

= 

s 
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xi). Datumvejsmatricen Bs kan nu defineres som en 

hvor ((n- 1)x(n -1))- matrix (bij), 

1, hvis pil nr. 
datumvejen 

j indg3r positivt i 

(2.33) bij -1, hvis pil nr. j indgâr negativt 

0 ellers 

For vores velkendte graf fás datumvejsmatricen 
E 
. _-- 

.6 
1 2 3 4 

¡ N 

4 
A 1 0 0 0 

DATUM 
B 0 1 -1 0 

D 0 0 -1 0 
' 

5 i 
E 0 0 0 -1 1 2 

A B 

Det er en ganske enkel sag at finde Bs-matricen ved en 

algoritmisk afsogning af vejene igennem træet, jf Bra- 

nin(1977) eller Franksen (1978a), hvor beviset for fortolk- 

ningen af Bs ogsá findes. 

2.5.6. Snitsmt og snitsmtmatricen 

Et snitsæt i en graf D ("cut-set") er en samling af kan- 

ter, hvis fjernelse fra grafen vil oge antallet af sammen- 

hængskomponenter med netop 1. Vi erindrer, at 

a = m + n - k 

hvor a er antallet af kanter i grafen, n er antallet af 

knudepunkter og k er antallet af sammenhængskomponenter. Et 

snitsæt S er altsá en mmngde af kanter, hvis fjernelse fra 

grafen vil oge værdien af k med 1.14) For en sammenhaengende 

graf er k som bekendt lig med 1. Fjernelsen af et snitsmt 

fra en sammenhaengende graf vil folgelig medfOre, at grafen 

deles i to sammenhmngskomponenter. Vi erindrer, at sammen- 

14. Denne definition er givet af Whitney(1933) og bruges 
meget of elektroingeniorer. Se fx. Bryant(1967) for en 
mere generel definition og diskussion of snitbegrebet. 

C(....../ __' . ,D 
% 

i 

lee."""ik ' 

I - 

, 
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hængskomponenterne i en graf er en klassedeling af grafens 

punkter. Seiv om et snitsæt er en mængde af kanter, angives 

det derfor ofte som en klassedeling af grafens punkter i to 

komplementære delmingder: Til enhver sádan klassedeling af 

punkterne svarer et entydigt snitsæt og omvendt. Dette be- 

tyder bl. a., at de kanter, der er incidente til et givet 

punkt xi, vil udgore et snitsæt - nemlig svarende til klas- 

sedelingen (xi) og (ovrige punkter).15) Bemærk, at et snit, 

der fx deler grafen i 3 komponenter, ikke er et snitsæt ud 

fra Whitneys definition. Der er selvfolgelig et utal af 

mulige máder , man kan udtage et snitsæt pá, og vi skai 

forsoge nærmere at indkredse dette tal. 

Til en start kan vi gore den observation, at for et givet 

trm i grafen má et snitsæt indholde mindst en trægren. Et 

trm var jo en udspændende udspændende delgraf for D, sá en 

opdeling af D i to komponenter má brave, at mindst en trm- 

gren snittes over. Dette giver os ideen til en systemati- 

sering af de forskellige mulige snitsæt pá samme máde som vi 

systematiserede kredsene ved hjælp af begrebet en fundamen- 

talkreds. 

Vi vælger derfor at definere et fundamentalt snitsæt som 

et snitsæt, der indeholder netop en trægren og et ukendt 

antal korder. Dette snitsæt vil være entydigt, hvilket ses 

som folger: Nár en trægren fjernes fra treat, deles det i to 

dele. Den del, der indeholder referencen, kalder vi datum- 

trmet eller stammen, og den anden del kaldes trækronen. De 

ovrige kanter i snitsættet vil nu vmre den veldefinerede 

mængde af pile, der har det ene endepunkt i stammen og det 

andet endepunkt i kronen. Orienteringen af snitsættet kan 

arbitrært (men bedrevidende) vælges sEdan, at den defineren- 

de trægren har positiv orientering. En pil i snitsættet har 

da positiv orientering, hvis den har begyndelsespunkt i 

samme deltrm som trægrenen, negativ eliers. 

Antallet af fundamentale snitsæt er folgelig (n -1), nem- 

lig antallet af trægrene.16) 

15. Dette forudsætter dog, at punktet ikke er et hmngsel, jf 
fx Frank Nielsen(1981) 

16. Vi má dog huske, at dette kun gældr for et givet valg 
af trm, idet der kan vælges det(AA ) forskellige traer. 



Figur 2.6. En graf og dens fundamentale snitsæt 

Vi kan nu definere den fundamentale snitsætmatrix som 
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matricen 

(2.42) 

S = (sij), hvor 

sii -1, 

hvis pil nr. j indgár i 

med positiv orientering 

hvis pil nr. j indgár i 

med negativ orientering 

ellers 

snitsæt 

snitsmt 

i 

i 

Hvis snitsmttene nummereres parallelt med de definerende 

trmgrene, fás at 

(2.43) S = (Ss Sc) = ( Is Sc) . 

Den fundamentale snitsætmatrix S har sáledes fuld rang = 

n -1. For vores eksempel fás den fundamentale snitsmtmatrx 

1 2 3 4 5 6 

Si ` 1 0 0 0 0 0 

S2 0 1 0 0 0 1 

S3 0 0 1 0 -1 -1 
S4 0 0 0 1 0-1 

Ligesom i tilfmldet med kredsmatricen ovenfor siges rmk- 

kerne i den fundamentale snitsætmatrix S at udspmnde 

snitrummet for grafen, dvs at incidensrækken for et vilkár- 

= 

% 

1, 

( 

0 
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ligt snitsæt kan findes ved additive rækkeoperationer pá 

S- matricen. Vi skai i det folgende bruge betegnelsen "snits - 

ætmatrix for en graf" om en vilkárlig matrix af rang (n -1), 

der kan frembringes ved rækkeoperationer pá en fundamental 

snitsætmatrix. 

Bemærk den sláende dualitet imellem snitsætmatricen og 

kredsmatricen, idet trædelen af snitsætmatricen er en en- 

hedsmatrix og co- trædelen af kredsmatricen er en enheds- 

matrix. Denne dualitet skai undersoges nærmere i næste af- 

snit. 

2.5.7. Strukturmatricernes dualitetsforhold 

Matricerne A,C og S indeholder hver for sig en algebraisk 

representation af grafens struktur. Dette tyder pá, at der 

má kunne udvikles en præcis sammenhæng imellem de tre 

strukturmatricer. Vi har allerede set sammenhængen imellem 

f-kredsmatricen og incidensmatricen, og denne kan udvides 

til ogsá at omfatte f-snitsætmatricen. Det gelder nemlig 

generelt, at snitsætmatricer og kredsmatricer er ortogonale 

ligesom incidens- og kredsmatricerne: 

(2.44) S Ct = 0 

Da et f-snitsæt bestir af netop en trægren og et ukendt 

antal korder, og en f-kreds omvendt bestir af netop en korde 

og et ukendt antal trægrene, er det indlysende, at de eneste 

mulige falles kanter for snitsæt i og kreds j er hhv den 

definerende trægren og den definerende korde. Og hvis et 

f-snitsæt har den definerende trægren falles med en f-kreds 

, má det nodvendigvis ogsá indeholde kredsens definerende 

korde, idet enhver kreds má snittes to steder for at den 

deles i to komponenter. Hvis de to relies kanter har samme 

orientering i kredsen, má de have modsat orientering i 

snitsættet og omvendt. Derfor vil deres bidrag til skalar- 

produktet udligne hinanden , som det var tilfældet med in- 

cidens- og kredsmatricernes skalarprodukt. Da vilkárlige 

snitsæt- og kredsmatricer kan skrives som linearkombinatio- 

ner af de tilsvarende fundamentale matricer, gelder ortogo- 
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naliteten naturligvis ogsá for disse ikke -fundamentale 

matricer. 

Vi fár umiddelbart af (2.44) og (2.36) at 

(2.45) S Ct 0 

Ct 

( Is Sc ) = o 

Sc = -Cs 

Ved indsmttelse af (2.36) i (2.31) fas 

(2.46) Sc 
= 

BSAc 

Da Bs = (As)-1 , sá B A 
s s 

= Is = Ss, fAs generelt, at 

(2.47) S = BSA 

Dette er i overensstemmelse med den observation, vi gjorde 

ovenfor: Mmngden af kanter, der er incidente til et givet 

punkt, udgor et snitsæt. Hver enkelt rmkke i incidensmatri- 

cen kan derfor opfattes som incidensrmkken for et ikke -fun- 

damentalt snitsæt. Da en sádan incidensrmkke kan findes som 

en linearkombination af rmkkerne i den fundamentale snitsæt - 

matrix, er det i grunden ikke overraskende at finde en en- 

til-en sammenhmng som (2.47). Det interessante i denne for - 

bindelse er den elegante grafteoretiske fortolkning af 

B- matricen, der viser at sammenhmngen er etableret via et 

udspmndende træ for grafen. 

Vi kan kort sammenfatte incidensrelationerne mellem punk - 

ter, snitsæt, pile og kredse i folgende diagram: 

= 

le 

<=> 

o 
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K a n t e r 

tra 

(n-1) 

co-tra 

(m) 

f-snitsmt 

f-kredse 

(n-1) 

(m) 

Is 

Cs=-Sc 

Sc=-Cs 

Ic 

Algebraisk kan de viste incidensrelationer udtrykkes pA 

den mAde, at snitrummet af dimensionen (n -1) og kredsrummet 

af dimensionen m er ortogonale underrum af Ra (opfattet som 

den mangde af vektorer, vi kan danne ved at tilknytte vil - 

kárlige reelle tal til kanterne i grafen.17) 

Da strukturmatricerne blot er alternative máder at re- 

prasentere den samme information pá, er det abstrakt set 

ligegyldigt, hvilken af dem, vi anvender. Der kan dog vare 

stor forskel pá det regnearbejde, de forskellige reprmsen- 

tationer indebarer, afhangigt af grafens konkrete udseende, 

fx antallet af punkter og pile. Dette skal vi vende tilbage 

til i kapitlerne om netvarksteori. 

17. Formuleringen er faktisk mere generel, idet vi pA intet 
tidspunkt har brugt andre kompositionsregler end + (ad- 
dition) og - (subtraktion). Formuleringen omfatter der- 
for ikke blot elementer i et vektorrum, men elementer i 

en vilkArlig additiv gruppe, jf Branin(1977) 



51 

3. NETVERK 

I dette kapitel defineres begrebet et netvmrk, og vi 

præsenterer nogle almindelige typer of netvmrksproblemer. 

Derefter defineres en stromning i et netvmrk, og det vises, 

at de forskellige problemtyper alle kan opfattes som speci- 

altilfmlde af det sákaldte "min cost cirkulationsproblem ". 

Dette problem har en karakteristisk dual struktur, som vi 

kan udnytte til at definere et generelt sæt af begreber. 

Disse begreber kan anvendes med stor styrke pá alle slags 

stromningsproblemer - som fx input- output modeller og 

elektriske netvmrksproblemer. 

De tre sidste afsnit af dette kapitel horer til de sværest 

tilgmngelige i denne rapport. Disse afsnit, om "Out- of -kil- 

ter" algoritmen og dens generaliseringsmuligheder, er med - 

taget i rapporten for at pávise den glidende overgang fra 

"min cost" cirkulationerne i den operationsanalytiske tra- 

dition til fx Roth's opfattelse af det elektriske netvmrks- 

problem, som vi vender tilbage til i det lettere tilgænge- 

lige kapitel 6. Afsnittene kan leses kursorisk i forste 

omgang, idet begreberne gennemgâs igen i kapitlet om 

elektriske netvmrk. 

3.1. Hvad er et netværk? 

Et netvmrk er en orienteret graf (X,K), i hvilken der til 

hver pii er knyttet en eller fiere numeriske værdier - de 

sákaldte vegte.1) Netværksbegrebet kan opfattes som en ge- 

neralisation' af begrebet en orienteret graf, idet et 

netværk, hvori samtlige tilknyttede vmgte er ettaller, vil 

vmre en orienteret graf. Men det er nu nok mere korrekt at 

sige, at ethvert netværk har en underliggende orienteret 

graf, som vi kan finde ved at erstatte netværkets vmgte med 

ettaller - eller rettere med den logiske verdi "sand ". Den 

underliggende graf kan siges at repræsentere netværkets 

1. Et netvmrk kaldes undertiden en vægtet graf 
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kvalitative eller strukturelle egenskaber - i modsatning til 

de egenskaber, der afhanger af vagtenes numeriske stOrrel- 

ser.2) Netværkets vagte wij kan opstilles i en vægtmatrix N, 

der defineres analogt til den logiske nabomatrix veda) 

wij, hvis pil (i,j) tilh0rer netværket 
(3.1) 

nij 0 ellers 

Der er dog en lille begrebsmassig forskel, idet diagonalen 

pr. definition var nul i den logiske nabomatrix ( fordi vi a 

priori udelukkede slojfer fra grafen). I netvarksteorien kan 

slojfer imidlertid have teoretisk relevans, og derfor skai 

vi i det folgende tillade diagonalelementerne nii at vare 

forskellige fra nul. 

En metode, der er meget anvendt i fx elektrisk netvarks- 

teori, er at hver vagt wij gives et entydigt nummer k =1..a, 

hvorefter vægtene opstilles i en "stykliste ", dvs en lang 

vektor w of dimensionen (ax1) (a er antallet of pile i den 

underliggende graf) . Herefter diagonaliseres w- vektoren i 

en (axa)- matrix, som vi skai betegne W. Hvis sojlerne i 

udmatricen Ou og indmatricen Ci indekseres pá samme máde som 

vmgtene, kan netværkets vægtmatrix findes of 

(3.2) N = GuwGi 

Styklisten w og strukturmatricerne Cu og Ci rummer al 

information om netværkets opbygning. Bemark, at den numeri- 

ske information alene Jigger i w- vektoren, mens den logiske 

information om grafens struktur Jigger i matricerne Gu og 

Ci. 
Vi skai senere udlede alternative máder at reprasentere 

netværkets struktur pá, men de kan alle pá en eller anden 

made reduceres til bestanddelene w, 
Gu og Ci. 

2. Hvis netværket har mere end en vagt tilknyttet hver pil 
(fx en (kx1)- vektor pr. pil), siges netværket at være af 
type k. Det vil i sá fald have k underliggende grafer. 
Her kan det være en fordel at definere den underliggende 
supergraf som unionen af de k underliggende grafer. Be- 
mark, at det kan være nodvendigt at skelne mellem kanter, 
der ikke eksisterer, og kanter, der har vagten nul 

3. Hvis der er k vagte pr kant, kan vi opstille k vagt- 
matricer - eller rettere en tredimensional "matrix" (ten- 
sor) af dimensionen (nxnxk) 
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Vi kan nu definere en række numeriske eller numerisk 

afledte begreber, der er analoge til de logiske begreber, vi 

udviklede i forrige kapitel. For eksempel kan vi definere 

udvægten wu og indvægten wi som vektorerne af hhv. række- og 

srpjlesummer i vægtmatricen N. Vi har altsA 

(3.3) 

og 

(3.4) 

wu = C uw = N i 

wi = Uiw = Nti 4) 

Nok sA vigtigt er det imidlertid at afgrpre, hvilket nu- 

merisk begreb ,der skai modsvare de logiske begreber kardi- 

nalitet ("lmngde") af en vej og afstand. Det pá en gang 

overraskende og selvindlysende svar pá dette spOrgsmál er, 

at vi ikke kan sige noget generelt om det. Valget at længde- 

og afstandsbegreber i et netværk má afhmnge af, hvilken 

empirisk fortolkning vi giver netværkets vægte. Men nár 

f0rst dette valg er truffet, vil begrebsapparatet og meto- 

derne fra kapitel 2 vise sig at være stærkt. 

Antag for eksempel, at netværkets punkter repræsenterer 

forskellige udfald af et eksperiment, og at wij er sandsyn- 

ligheden for, at hændelse j indtrmffer, umiddelbart efter at 

hændelse i er indtruffet. I dette tilfmlde vil det være 

naturligt at definere længden af en ensrettet tur fra i over 

h til j som produktet wihwhj, sádan at længden af turen er 

lig med sandsynligheden for at observere hændelsesforlobet 

(i,h,j), givet at i er indtruffet. 

Antag som et andet eksempel, at knudepunkterne repræsen- 

terer geografiske positioner, og at wij opfattes som en 

"omkostning" ved at passere direkte fra i til j (fx. en 

billetpris eller en rejsetid). Her er det naturligt at de- 

finere længden af turen (i,h,j) som wih+whj, nemlig den 

samlede omkostning ved at passere "ruten". 

Som det sidste eksempel kan vi antage, at wij fortolkes 

som en kapacitet, dvs det maksimale antal enheder, der kan 

passere kanten (i,j) i et givet tidsrum. Her ma vi smtte 

4. Da nu og er summationsmatricer, er Cúi = ii = i, jf 
appendix 2. Ligning (3.3) og (3.4) fOlger da af (3.2) 

Ui 
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længden af turen (i,h,j) til min(wih,whj), idet det maksi- 

male antal enheder, der kan passere turen, er givet ved den 

mindste af de indgáende kapaciteter. 

Disse tre eksempler skulle imidlertid vare nogenlunde 

dækkende for de fleste empiriske problemer, og vi skai der - 

for kort gennemgá de tre typer netværk som standardtilfælde. 

3.2. Hovedtyper af netvmrksmodeller* 

Nár vi har lagt os fast pá valget af langdebegreb i et 

netværk, har vi i praksis defineret netværkets elemento - 

peration. Vi husker fra afsnit 2.3, at den traditionelle 

metode til matrixbehandling af orienterede grafer forudsat- 

te, at vi havde defineret en elementoperation og en redu- 

cerende operation. Vi skai benytte valget af karakteristisk 

elementoperation til at definere tre hovedtyper af netværk: 

det kapacitive, det additive og det multiplikative netværk, 

og vi skai give nogle eksempler pá netværk af de tre typer. 

Vi skai senere i afsnit 3.3 se, hvordan alle de behandlede 

problemer har forbindelse med begrebet en "strom" i et 

netværk. Afsnittet kan lases kursorisk. 

3.2.1. Kapacitive netvmrk (transportnetvmrk)* 

Nár netværkets vægte 
wij 

fortolkes som kapaciteter, siger 

vi, at netværket er kapacitivt. Vægte, der opfattes som 

kapaciteter, betegnes i det folgende med bogstavet b 

(bounds). Kapacitive netvark kaldes ogsá transportnetvark, 

fordi de er mest anvendt til loaning af transportproblemer, 

fx af varer langs ruter, af veske i rOr eller af energi i 

ledninger. Vi sá ovenfor, at i et kapacitivt netværk er det 

naturligt at definere længden af en tur p = (i,h,j) som den 

mindste af de i turen indgáende kapaciteter, altsá 

(3.5) b(i,h,j) = min(bih'bhj) 

Enhver tur i et kapacitivt netværk vil áltsá have mindst en 

begransende pil (p,q) ,sádan at kapaciteten af turen er lig 
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med bpq. Dette har den lidt pudsige konsekvens, at kapaci- 

teten af en vej godt kan vmre storre en kapaciteten af en 

tur, der indeholder den pâgmldende vej, nemlig hvis den 

begrænsende pil for turen ligger i en kreds . Derimod kan 

kapaciteten af en vej aldrig vare mindre end kapaciteten af 

en tur, der indeholder vejen. 

Vi kan nu definere "kapacitetsafstanden" fra et punkt s 

til et andet punkt t som den maksimale kapacitet af en en- 

kelt vej fra s til t. Vi kan finde kapacitetsafstandsmatri - 

cen ved hjælp af modificeret matrixmultiplikation pá Hasten 

samme máde som vi fandt afstandsmatricen i afsnit 2.3, punkt 

3: Kapacitetsafstanden for ture af kardinalitet mindre eller 

lig med 2 vil sáledes vmre 

(3.6) d2(s,t) _ 

n 

max ( min(bsh'bht) 
) 

h=1 

Ved induktion fás, at "kapacitetsafstandsmatricen" kan 

findes som Nn, idet vi anvender et modificeret skalarprodukt 

, defineret ved elementoperationen minimering og den redu- 

cerende operation maksimering.5) 

Det er af afgorende betydning, at vi ved reduktionen (i 

(3.6) maksimeringen) altid vil kassere en tur, hvis begræn- 

sende pil ligger i en ensrettet kreds. Hvis ikke en sádan 

tur altid kasseres, kan vi risikere at skulle finde en 

"længste omvej ", og dette problem kan vi ikke uden videre 

lose, jf. afsnit 2.3, punkt 4. Det er sáledes ikke umiddel- 

bart muligt at finde en "minimum kapacitets" vej fra s til 

t. Vi skai vende tilbage til dette problem i afsnittet om 

additive netvmrk nedenfor. 

Bemærk, at vi ikke umiddelbart kan sige noget om kapaci- 

teten af en union af flere ture mellem to punkter s og t, 

seiv om de indgaende tures kapaciteter er kendte. Unionen af 

to ture kan have samme kapacitet som den af de to ture, der 

har mindst kapacitet, nemlig hvis de har en begrænsende pil 

fælles. Men unionen vil have storre kapacitet end de ind- 

gaende ture, hvis de ikke har en begrænsende pil fælles. 

5. Jf afsnit 2.3 . En mere effektiv metode til at finde den 
modificerede n'te potens of N er Floyd- Warshall- metoden, 
jf. fx. Lawler(1976) 
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Teorien om, hvordan vi finder den samlede kapacitet af et 

sAdant netvmrk af (s,t) -ture, kunne fylde et kapitel for 

sig. Vi skai senere berore emnet i forbindelse med omtalen 

af stromme i netvmrk nedenfor. Se i ovrigt Lawler(1976) for 

en grundig gennemgang. 

3.2.2. Additive netværk (omkostningsnetvmrk)* 

Nár netvmrkets karakteristiske elementoperation er addi- 

tion, kaldes netvmrket et omkostningsnetværk eller et addi- 

tivt netværk. Vægte, der opfattes som omkostninger ved at 

passere de respektive kanter, betegnes i det folgende med 

bogstavet cu. En meget bred klasse af netværksproblemer kan 

henfores til kategorien omkostningsnetvmrk. Vægtene cij kan 

fx ogsa fortolkes som lmngder i kilometer eller (vente-)tid 

i timer. 

Vi sá i indledningsafsnittet, at i et omkostningsnetvmrk 

mA længden af en tur p = (i,h,j) defineres ved 

(3.7) c(p) = cih+chj 

Vi kan nu definere omkostningsafstanden mellem to punkter 

s og t som længden af en omkostningsminimerende vej fra s 

til t. Ofte kaldes en sadan vej lidt misvisende for en 

"korteste vej" ( "shortest path "). En "korteste vej" fra s 

til t kan findes ved modificeret matrixmultiplikation, hvis 

vi danner matricen D1 ved at erstatte alle nuller uden for 

diagonalen i vægtmatricen med tallet uendeligt (som vi gjor- 

de i afsnit 2.3, punkt 3). For en tur af kardinalitet mindre 

end eller lig med 2 kan vi finde omkostningsafstanden af 

(3.8) dst = min (dsh +dht) 
h =1 

Nojagtig som fOr finder vi ved induktion, at omkostningsaf- 

standsmatricen kan findes som D, idet vi definerer "ska- 

larproduktet" ved elementoperationen addition ( +) og den 

reducerende operation minimering. 

Hvis alle "omkostninger" er positive, er metoden problem- 

n 
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fri. Dette skyldes igen, at ture med kredse vil blive eli- 

mineret ved reduktionen "min" (fordi en kreds altid vil have 

en positiv omkostning). Hvis vi imidlertid tillader nogle af 

vegtene at were negative, kan vi risikere, at der findes en 

kreds med negativ omkostning - en sakaldt eksploderende 

kreds. Hvis dette er tilfeldet, har vi ikke lengere et "kor - 

teste vej "- problem, men derimod et "lengste omvej " -problem. 

Dette problem er matematisk veldefineret, og det kan som 

bekendt loses, men ikke ved hjelp af kendte, effektive me- 

toder, jf. afsnit 2.3. 

En meget benyttet type of omkostningsnetverk er sakaldte 

PERT- netverk (Project Evaluation and Review Technique), hvor 

pilene opfattes som dele of en arbejdsproces, og punkterne 

representerer afslutningen af en delproces og den samtidige 

pabegyndelse af neste delproces. En pil gár fra punkt i til 

punkt j, hvis igangsettelsen of delprojekt (i,j) er betinget 

af, at hendelsen i er indtruffet, og cij er den tid, det 

tager at fuldfore delproces (i,j). Hovedproblemet i et 

PERT- netverk er ofte at bestemme den korteste tid, det sam- 

lede projekt kan ferdiggores pá. Denne tid kan findes som 

den lengste omkostningsomvej fra s (starten) til t (slutnin- 

gen). Da et PERT -netvmrk nodvendigvis ma vmre acyklisk, kan 

dette lige akkurat lade sig gore med effektive metoder, se 

fx Lawler(1976). 

3.2.3. Multiplikative netvaerk (signalgrafer)* 

Multiplikative netvmrk er temmelig oversete i de fleste 

boger om netverksoptimering.6) Dette kan forekomme besynder- 

ligt, iser pá baggrund af, at ethvert lineert ligningssystem 

kan opfattes som et multiplikativt netvmrk. Et lineert lig- 

ningssystem kan skrives pa formen 

( 3 . 9 ) y = U y+ V x 

hvor y er en vektor of endogene variable, x er en vektor of 

6. Frank Nielsen(1981) er en undtagelse fra denne regel, 
idet denne bog indeholder et helt kapitel om signalgra- 
fer. 

, 
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eksogene (udefra givne) variable, og U og V er passende 

koefficientmatricer. Ligningssystemet (3.9) kan ækvivalent 

skrives 

y U V y 

(3.10) = 

x I x 

Vektorerne y og x kan opfattes som variable, der er til- 

knyttet punkterne i et netværk, og den kombinerede koeffi- 

cientmatrix i (3.10) kan opfattes som netvmrkets vmgtmatrix 

(her dog transponeret). Leseren kan sale overbevise sig om, 

at den relevante lmngde af en tur (i,h,j) i dette netvmrk er 

produktet af de i turen indgaende vægte. Hvis fx y1 =3x1 og 

y2 =2y1 +5x1, har turen (x1,y1,y2) længden 3 *2 =6, svarende til 

den effekt pá y2 af en ændring i x1, der gár via y1. Til- 

svarende har turen (x ,y2) længden 5. Den samlede effekt pá 

y2 af en ændring i x1 er s$ledes 5 +6 =11, svarende til summen 

af de to tures længder. En sádan grafteoretisk tolkning af 

lineare ligningssystemer kan gennemfores, ogsá for indekom- 

posable systemer, pá en intuitiv og simpel made. Vi skai dog 

ikke gore det her, idet vi henviser til den udforlige gen - 

nemgang i Nielsen(1981). 

I det multiplikative netvmrk har vi altsá for p = 

(i,h,j), at 

(3.11) a(p) = aihahj 

Efter denne konstatering er det jo ret let at finde ek- 

sempler pá multiplikative netværk. Ikke desto mindre skal en 

særlig type behandles nærmere, nemlig de stokastiske 

netværk. 

Et stokastisk netvmrk er et netværk, hvori kanternes 

vægte repræsenterer sandsynligheder. Sádanne netvmrk anven- 

des fx inden for kommunikationssektoren, idet vægten pij kan 

være sandsynligheden for, at et signal sendt fra i til j 

bliver korrekt modtaget. Et vigtigt problem i denne sammen- 

hæng er at bestemme den pálideligste kommunikationsvej 

mellem to punkter s og t. Dette kan gores ved den efterhán- 

den velkendte matrixmultiplikation, idet vi definerer "ska- 

larproduktet" ved elementoperationen multiplikation og den 

reducerende operation maksimering (bemærk, at dette kun kan 
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lade sig gore, hvis vægtene er sandsynlighéder med verdier 

mellem 0 og 1. Ellers fár vi "eksploderende kredse" , og sá 

er vi tilbage i "længste omvej"-problemet). 

En nok sA vigtig type af stokastiske netværk er Markov- 

kæder. En Markov-kmde er et netværk, hvori punkterne repræ- 

senterer udfaldsrummet for et stokastisk eksperiment, og 

vægtene pij er sandsynligheden for at udfald j realiseres, 

givet at udfald i realiseredes i forrige udforelse af for- 

soget. Systemet siges at vare i tilstand j i det k'te trin, 

hvis den k'te udforelse af eksperimentet resulterer i udfald 

j. En Markov-kmde er altsá et multiplikativt netværk, hvori 

alle vægte er sandsynligheder, og alle punkter har udgangs- 

vmgten 1, svarende til, at rmkkesummerne i vmgtmatricen er 

1.7) Markov-kædens vmgtmatrix kaldes ogsA overgangsmatricen, 

fordi den angiver sandsynligheden for at gá fra tilstand i 

direkte til tilstand j. Den k'te potens af vmgtmatricen 

indeholder i celle (i,j) sandsynligheden for at passere fra 

tilstand i til tilstand j i k trin. Metoden til analyse af 

et sádant netværk skulle efterhánden vare velkendt. 

En elementar, men dog rimeligt dmkkende indforing i te- 

orien om Markov -kader er givet i Hadley og Kemp(1972), men 

en introduktion kan ogsá fás ved en genlmsning af kapitel 2, 

idet folgende ordliste benyttes: 

Grafteoretisk begreb Statistisk begreb 

punkt i 

pil (i,j) 

vmgtmatrix 

kontrabasis 

stark graf 

graf med terminaler 

j tilgængelig fra i 

stmrkt sammenhængende 

punkter 

tilstand i 

mulig overgang i til j 

overgangsmatrix 

absorberende tilstande 

ergodisk kæde 

absorberende kæde 

j "accessible" fra i 

kommunikerende tilstande 

Grundigere behandling af Markov -kæder er givet i Jacobsen 

7. Vmgtmatricen (overgangsmatricen) for en Markov -kade vil 
folgelig vare en omfordelingsmatrix, jf. appendix 2 
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og Keiding(1982) eller standardhenvisningen Kemeny og 

Snell(1960). 

3.3. Stromme i netværk 

En meget vigtig anvendelse af netværksbegrebet fremkom- 

mer, nár vi opfatter kanterne i netvmrket som "kanaler" , ad 

hvilke der flyder en "strom" af enheder af en eller anden 

art. Denne strom kan vare af varer, penge, kommunikations- 

signaler, væske, elektroner og meget andet. 

Vi skai forst definere begrebet en strom. Derefter 

viser vi, hvordan begrebet en cirkulation fremkommer ved en 

mindre generalisering af strombegrebet, og vi viser, hvordan 

de hidtil behandlede problemtyper kan opfattes som special- 

tilfælde af problemet at finde en omkostningsminimerende 

cirkulation. 

3.3.1. Strombegrebet i et ábent netværk 

Næsten alle har en fornemmelse af, hvad en strOm er. Nár 

det kommer til en prmcis definition of begrebet, stoder vi 

imidlertid pá vanskeligheder, fordi begrebet anvendes pá sá 

mange vidt forskellige empiriske problemstillinger. Brugen 

of strombegrebet er dog altid forbundet med en hyppighed, 

nemlig antallet af enheder, der skifter status eller til- 

stand i en given tidsperiode. 

For at undgA omstmndelige diskussioner om strombegrebet 

vælger de fleste forfattere at definere en strOmning ud fra 

dens abstrakte karakteristikum, nemlig at den opfylder en 

bevaringslov i hvert knudepunkt: Mængden af enheder, der 

strummer ind i et knudepunkt, skai vmre lig med mængden af 

enheder, der strummer ud af knudepunktet.8) Hvis f er en 

vektor af kanttilknyttede stromme, kan denne betingelse 

normalt formuleres Gif =Guf, dvs at Af =0. Hvis netværket er 

8. Her ser vi forelobig bort fra muligheden af, at enheder 
kan akkumulere i punktet 
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abent, dvs indeholder kilder eller terminaler,9) ma defini- 

tionen dog modificeres. I et sadant abent netværk opfattes 

kilderne som de punkter, hvorigennem netvarkets omverden 

sender en strOm af enheder ind i netværket, mens terminaler- 

ne opfattes som de punkter, hvorfra netværket leverer en 

strom ud til omverdenen. Kilder og terminaler kaldes netvmr- 

kets ydre punkter, resten kaldes indre punkter. Af be- 

varingsloven for netvarkets indre punkter folger, at summen 

af stromme ind i netværket (indstromningen) ma vare lig med 

summen af stromme ud af netværket (udstromningen). Denne 

falles sum kaldes strOmningens stOrrelse. 

En stromning i netværket kan derfor passende defineres 

som en (ax1)-vektor f af vagte, der opfylder 

Af fi f - 

itfu = itfi = v(f) 

og 

hvor fi og fu er ortogonale vektorer af hhv. ind- ud- 

stromninger i hvert af de n knudepunkter, og skalaren v(f) 

er strOmningens storrelse, dvs det samlede antal enheder, 

der strommer igennem netværket i perioden. Et abent strOm- 

ningsnetværk er vist i figur 3.1 (til hver af netvarkets 

kanter er knyttet et talpar i parantes. Det forste er kan- 

tens nummer, det andet er kantens strom). Vektoren fi vil 

have ikke-nul elementer for de punkter, der er kilder, og 

vektoren fu vil tilsvarende have ikke-nul elementer for de 

punkter, der er terminaler.10) Elementerne i f-vektoren 

kaldes slet og ret stromme. 

3.3.2. Lukning af Abne network 

Et netværk siges at vare lukket, hvis det hverken har 

kilder eller terminaler. Undertiden kan det vare en matema- 

9. Vi husker, at en kilde er et punkt Med indgangsvalensen 
nul, og en terminal omvendt er et punkt med udgangsvalen- 
sen nul 

10. Undertiden defineres i stedet nettoindstromningsvektoren 
som f = f. - f , hvor i f =0. Dette er dog uhensigts- 
mæssigt til voiles formal n 

(3.12) = 

(3.13) 

óg_ 
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tisk fordel at transformere et ábent netværk til et lukket 

netvmrk, inden strommene behandles algebraisk. PA denne máde 

kan en opdeling af matricerne og vektorerne efter kriteriet 

ydre og indre punkter ofte undgás. En strOmning i et sádant 

lukket netværk kaldes en cirkulation . Lukningen af et 

Abent netværk og den tilsvarende konvertering af en strom- 

ning til en cirkulation foregár imidlertid pA forskellige 

máder i den elektriske og i den kombinatoriske tradition. 

I elektrisk litteratur lukkes netvmrket ved, at der fOjes 

et ekstra knudepunkt til netvmrket. Det ekstra knudepunkt 

reprmsenterer netværkets omverden og kaldes det universelle 

punkt. For at opretholde denne fortolkning má vi foje en 

rmkke nye pile til netværket: En fra det universelle punkt 

til hvert af de punkter, der har en indstromning, og en fra 

hvert punkt, der har en udstromning, til det universelle 

punkt. I figur 3.1 er vist et ábent netværk og dets til- 

svarende lukkede netvmrk efter den elektrotekniske tradi- 

tion. 

Da da det Abne netværks indstr0mning var lig med dets 

udstromning, vil bevaringsloven automatisk vare opfyldt for 

ethvert punkt i det lukkede netværk - inklusive det uni- 

verselle punkt. Stromningens storrelse i det ábne netværk 

vil svare til strOmmen igennem det universelle punkt i det 

lukkede netværk. 

Sædvanligvis udnmvnes det universelle punkt herefter til 

"jord", dvs referencepunkt, sAdan at dets række i den ud- 

videde incidensmatrix A slettes, jf afsnit 2.5, punkt 1. 

Resultatet af alle disse operationer er altsá fOlgende: Vi 

fojer en ny rmkke og et antal nye sojler til incidens- 

matricen, hvorefter rækken stryges igen, sádan at der netto 

er tilfojet et antal nye sOjler. Gevinsten er, at incidens- 

matricen nu har fuld rang: SOjlesummerne vil stadig vare nul 

for de oprindelige pile, men sojlerne for de tilfOjede pile 

vil summe til -1 (hvis de udgár fra referencen) eller 1 

(hvis de gár til referencen). 

Inden for optimeringsteorien folges en lignende, men dog 

lidt forskellig procedure, idet der oprettes to nye punkter: 

En belles kilde (s) med udgáende pile til hver af de oprin- 

delige kilder og en falles terminal (t) "med indgáende pile 

fra hver af de oprindelige terminaler. Til sidst oprettes en 



Figur 3.1. Et &bent strOmningsnetværk og dets lukning. 
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0 0 0 0 0 0 -1 

60 
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U ./G1 
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Aqi = (-100,-60, 
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Figur 3.2. En alternativ lukning 

T 

,.. . S A _-)v; 

"baglmns" pil fra "fmllesterminalen" til "fmlleskilden ", og 

netvmrket er lukket som vist i figur 3.2. Da denne metode 

betyder tilfojelse af et punkt og en pil mere end den 

elektriske metode, skai vi foretrmkke den elektriske.11 

3.3.3. Cirkulationer i lukkede netvaerk 

Efter disse Ovelser kan vi definere en cirkulation i et 

lukket netvmrk som en vektor q, der opfylder 

(3.14) A q = 0 

hvor A er en (reduceret) incidensmatrix for det lukkede 

netvmrk. Betegnelsen en cirkulation stammer fra det forhold, 

at vektoren q vil tilhore kredsrummet for det lukkede 

netvmrks graf, jf afsnit 2.5, punkt 4 (kredsrummet for en 

graf kaldes derfor ogs$ dens stromrum). Dette kan fx ses af, 

at (3.14) er ensbetydende med, at der eksisterer en entydig 

m- vektor af "kredsstromme" qm, sádan at 

(3.14.b) q = Ctqm 9 

11. Hvis der kun er en enkelt kilde og en enkelt terminal i 

det oprindelige netvmrk, opfatter vi simpelt hen kilden 
og terminalen som det samme punkt og udnævner det til 
reference 

4 

3 

5 

2 

1 
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hvor C er en kredsmatrix for grafen.12) Dette kan lettest 

ses, hvis C- matricen er en fundamental kredsmatrix for gra- 

fen. I sA fald er qm =qc (strommene i grafens co -tra, da 

Cc =Ic), og udledningen af (3.14.b) er da helt parallel med 

udledningen af (2.40). Sammenhangen den anden vej folger 

umiddelbart af den fundamentale nulrelation ACt =O, nár 

(3.14.b) multipliceres med A. 

Cirkulationen q kan skrives 

(3.15) q = (fi,f,fu) 

(se figur 3.1), hvor fi er strommene i de tilfOjede pile fra 

referencen til det egentlige netvmrk, f er stromningen i det 

egentlige netvmrk, og fu er strOmmene i de tilfOjede pile 

til referencepunktet (fi og fu i (3.15) bestir alts$ af de 

elementer fra ind- og udstromningsvektorerne i (3.12), der 

er forskellige fra nul). Lukningen af netverket svarer sA- 

ledes blot til, at vi flytter hrpjresiden i (3.12) over p$ 

venstresiden. Storrelsen af stromningen svarer nu til cir- 

kulationen igennem referencepunktet, og den findes af 

(3.16) v(q) = grq 

hvor gr er referencepunktets rmkke i den udvidede udmatrix 

u (mao den rmkke vi slettede, da vi udnavnte r til re- 

ference. Leseren kan selv overbevise sig om, at vektoren gr 

i (3.16) summerer vagtene for de pile, der gAr ind i re- 

ferencen).13) 

Et meget ofte forekommende netvarksproblem er at finde en 

cirkulation q, der minimerer en eller anden funktion af q 

under nogle bibetingelser, typisk et problem af formen 

12. I elektrisk netverksteori kaldes elementerne i qm "ma- 
skestromme" 

13. Vektoren g kan eventuelt erstattes af (it -itG 
u 

). Vi 
kunne for den sags skyld ogsA have defineret g som den 
tilsvarende rmkke fra indmatricen Ui, men vi hear ar- 
bitrert valgt at bruge udmatricen 
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(3.17) 

minimer c 
t 
q 

under bibetingelserne 

Aq = 0 

og 

Uq >= b 

Dette "min cost" cirkulationsproblem ses at vare et lineært 

programmeringsproblem med to slags restriktioner. 

Den forste type restriktion er en akvivalens, og den skai 

vare overholdt, for at vektoren q overhovedet kan kaldes en 

cirkulation. Denne restriktion kan opfattes som mangden af 

de begrmnsninger, netvarkets struktur lagger pA strommene q. 

Disse bAnd kaldes i fysisk litteratur de primale tvangsbin- 

dinger, og de svarer til sákaldte "identiteter" eller "bog - 

holderiligninger" i Okonomisk litteratur. 

Den anden type restriktion er generelt et sat af ulig- 

heder, men de kan specielt være et sat af akvivalenser. 

Disse uligheder opfattes som de bindinger, den enkelte kants 

natur lagger pá strommen igennem den, og de angiver kanter- 

nes "overforingsegenskaber" eller "adfardsrelationer ". Det 

er karakteristisk for adfardsrelationer, at de aldrig holder 

eksakt, men derimod kun galder med en vis tilnarmelse, i 

modsotning til identiteterne, der skai holde pracist. Da 

adfmrdsrelationerne normalt er knyttet til kanterne, vil 

U- matricens rakkedimension som regel vare lig med antallet 

af kanter i netvmrket. Hvis U- matricen fx er en positiv 

eller negativ enhedsmatrix, kan vektoren b opfattes som hhv. 

nedre eller Ovre kapacitetsgrmnser pá strommen igennem kan - 

ten. 

Koefficienterne cij i m$lfunktionen kan bedst opfattes 

som omkostninger ved at en enhed strum flyder igennem kant 

(i,j). Derfor kaldes en losning af problemet (3.17) ogsá en 

"min cost" cirkulation. 

Normalt vil problemet (3.17) vare defineret for et 

netvark af type 3, nemlig med en strom, en enhedsomkostning 

og en kapacitetsgranse pr. kant (i,j). Et problem af typen 

(3.17) kan sáledes siges at sammenfatte egenskaberne ved 

kapacitive, additive og multiplikative netvark, og det er 

derfor ikke s$ specielt, som det umiddelbart kan synes at 

vare. Faktisk kan en meget bred klasse af problemer henfOres 
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til denne kategori. Dette hanger sammen med, at máske alle 

netvarksproblemer kan relateres til begrebet en strom, fordi 

en vej i et netverk kan opfattes som en strom af stOrrelsen 

1. 14) 

For eksempel kan en "korteste vej" i et netværk findes 

som en strOm af storrelsen 1, der minimerer summen af de 

omkostninger, den passerer. Dette svarer til, at vi speci- 

ficerer U og b i (3.17) sádan, at q> =0 og grq= 
r 

1. 

Et kendt problem af typen (3.17) er at finde den maksi- 

male storrelse of stromningen igennem et netværk med Ovre 

kapacitetsgranser u, jf. afsnit 3.2. Dette svarer til, at vi 

setter c = -gr i málfunktionen, s$dan at -ctq er referencens 

gennemstromning. I sádanne "max flow "- problemer vil de nedre 

granser normalt vere nu1.15) 

Et kendt makrookonomisk problem af typen (3.17) er det 

klassiske Hitchcock -Koopmans transportproblem, jf. fx. Koop- 

mans (1951), Dorfman et al (1958).16) I transportproblemets 

ábne formulering fortolkes knudepunkterne som byer, og net - 

toindstromningerne fn= (fi -fu) som byernes overskudsefter- 

sporgsel af en given vare (summeret over alle byer skai den 

vare nul, jf. (3.12)). Matricen U er en negativ enheds- 

matrix, og kapaciteten bij er udskibningskapaciteten fra by 

i til by j, og cij er omkostningerne ved at sende en vareen- 

hed fra by i til by j. Problemet kan lukkes ved, at vi op- 

retter et referencepunkt, der leverer overskudsudbudet (og 

modtager det tilsvarende underskud). Transportproblemet er 

da et "min cost" cirkulationsproblem, og dets losning er en 

optimal transportstruktur. 

3.34 Cirkulationsproblemer og dualitet 

Et "min cost" cirkulationsproblem er som nmvnt ovenfor et 

lineert programmeringsproblem, og ethvert lineert program- 

meringsproblem har som bekendt et dualt problem. Det duale 

14. 

15. 

Denne fortolkning 
har en heltallig 
Formuleringen kan 

hanger 
losning, 
udvides 

dog 
se 
til 

pá, 
fx 
at 

om stromningsproblemet 
Lawler(1976). 
omfatte kapacitetsgran- 

ser u i netvarkets knudepunkter. I sá fald tilfojes 
ekstrá bibetingelser af formen -G.q>=-u . 

16. En interessant elektrisk netverkslanalogi til transport- 
problemet er givet i Franksen(1978b) 
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problem kan opfattes som en alternativ matematisk represen- 

tation of reelt den samme fysiske situation, som det primale 

problem beskriver. Hvis laeseren ikke har teorien om dualitet 

i programmeringsproblemer present, er en kort indforing 

givet i appendix 1. 

I forbindelse med "min cost" cirkulationsproblemer har 

dualiteten en rmkke smrlig elegante anvendelser. Disse an- 

vendelser kan pA en made siges at were emnet for resten of 

denne rapport, idet de danner grundlag for det udviklede 

begrebsapparat. Vi skai derfor ofre en del plads pa opstil- 

ling og fortolkning of duale cirkulationsproblemer. Til 

dette formal tager vi udgangspunkt i den operationsanalyti - 

ske standardudgave of "min cost" cirkulationsproblemet, hvor 

hver kant er karakteriseret ved en strum, en omkostning og 

to kapacitetsgrmnser (en Ovre og en nedre).17) Et sadant 

standardproblem og dets duale problem er 

Primal: 

Minimer 

Dual: 

Maksimer 

(3.18.a) etq sal -s2u 

under under 

(3.18.b) Aq = 0 p fri 

(3.18.c) q >= 1 s1 >= 0 

(3.18.d) -q >= -u s2 >= 0 

(3.18.e) q fri ptA + s 
1 

- s2 = et 

Det duale problem ses at indeholde to "slack " -variable, 

som vi senere skal eliminere, samt en knudepunktstilknyttet 

variabel p. Mens slack -variablene skyldes den konkrete ud- 

formning af kanternes "adfmrdsrelationer ", er p- variablen 

tydeligvis til Stede i alle duale cirkulationsproblemer. Med 

andre ord: SA snart vi har en strOm i et netværk, har vi 

ogsA en dual, knudepunktstilknyttet variabel, som vi i det 

folgende skai kalde spmndingsvariablen. Denne spendings- 

variabel kan altid gives en naturlig fortolkning, afhmngigt 

af den fysiske karakter af den primale stromning. Vi skai se 

17. Se fx Lawler (1976) 
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nogle eksempler. 

Hvis netværket toenkes at reproesentere et lukket rorsy- 

stem, og den primale variabel opfattes som en cirkulation af 

voske i rOrene, kan den duale variabel p fortolkes som v- 
sketrykket i rorenes samlingspunkter. Eller cirkulationen 

kan opfattes som en varmestrom, sadan at den duale variabel 

bliver temperaturen i samlingspunkterne. Netværket kan ogsa 

opfattes som ledninger, der barer en elektrisk strom. Den 

duale variabel er da det elektriske potentiale (spondingen) 

i knudepunkterne. Til sidst skai nmvnes, at netværket kan 

opfattes som vaneskabte distributionskanaler af varestromme 

fra den ene konto (eller agent) til den anden i et okonomisk 

system. Den duale variabel er da varernes (skygge -)priser. 

Vi noterer imidlertid, at knudepunktsvariablen p ikke 

indgar direkte, idet den forst relateres til kanterne via 

transformationen vt= ptA. Da sojlen i incidensmatricen for 

kanten k =(i,j) typisk vil indeholde et ettal for den pagol- 

dende kants startpunkt i og et negativt ettal for dens Blut- 

punkt j, kan den kanttilknyttede duale variabel vij =pj -pi fx 

fortolkes som "trykforskellen" mellem rorets to endepunkter, 

idet kantens orientering angiver dens positive retning (vi 

skai i det folgende anvende dobbeltindekseringen "vij" i 

stedet for den mere korrekte, men omstændelige notation "vk, 

k gar fra i til j "). 

Undertrykkelsen af referencepunktets række i A- matricen 

svarer saledes til, at referencepunktets "tryk" pr a priori 

tildeles vordien nul. Der findes utallige fysiske eksempler 

pa sadanne valgte referencer, fx at hojde =0 ved vandover- 

fladen, tiden =0 ved Kristi fodsel og temperatur =0 ved van - 

dets frysepunkt. 

Af den fundamentale nulrelation ACt =O fas, at 

(3.19.a) vt = ptA 

_> 

(3.19.b) vtCt = 0 

hvor C er en vilkarlig kredsmatrix fork netvmrkets graf. Vi 

far altsa de duale tvangsbindinger til (3.14), nemlig at 

spændingsvariablen i et netvmrk tilhOrer snitrummet for dets 

graf, jf kapitel 2, punkt 5.6 (snitrummet for en graf kaldes 
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derfor ogsá dens spmndingsrum). Dette har den umiddelbare 

konsekvens, at vektorerne v og q er ortogonale, sádan at 

vtq= ptACtq =O (pá grund af den fundamentale nulrelation). 

De duale restriktioner (3.18.e) kan derfor erstattes 

af18) 

(3.20.a) vtCt = 0 og 

(3.20.b) vt + s - s2 ct = 

Bibetingelserne (3.20) kan bedst fortolkes, hvis vi op- 

fatter de primale variable q som elektriske stromme. I sá 

fald er den duale knudepunktsvariabel p de tilsvarende po- 

tentialer, og vt=ptA er spændingsfaldene over netværkets 

kanter. Ligning (3.20.a) udtrykker da Kirchhoffs 2. lov: 

Summen af spændingsfald rundt i en lukket kreds er nul. 

Nulrelationen vtq=0 udtrykker da, at energien for netværket 

er konstant (den sákaldte Tellegens sætning, se fx Niel- 

sen(1981)). Ligning (3.20.a) kan ogsá gives en Okonomisk 

fortolkning. Hvis knudepunkterne er konti, og q opfattes som 

varestromme mellem de forskellige konti, kan knudepunkt- 

svariablen p fortolkes som skyggepriser pr. vareenhed, og v 

vil vmre værditilvæksten pr. vareenhed ved overgang fra en 

konto til en anden. Ligning (3.20.a) siger da, at værditil- 

væksten rundt i et lukket kredslob skal were nul, og nulre- 

lationen vtq=0 kan opfattes som Walras' lov for netværket. 

Bemærk, at fortolkningen af spændingsvariablen som knu- 

depunktstilknyttet kun er en af flere mulige fortolkninger. 

Vi husker fra kapitel 2, at incidensmatricen A set fra en 

grafteoretisk synsvinkel er et specialtilfælde af en snits- 

ætmatrix, og at de primale restriktioner (3.18.b) kunne have 

været formuleret mkvivalent ved 

(3.21) Sq = 0 

hvor S er en fundamental snitsætmatrix for netværkets graf. 

18. S r9ngt taget er der ikke tale om ækvivalens, idet 
vtC -0 medforer, at der eksisterer et entydigt p, sá 
v =p BA, hvor B er en eller anden regular matrix. Vi kan 
derfor vælge B =I, sá (3.19) gælder omvendt, men andre 
valg er ogsá mulige 
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Da matricerne S og A er linearkombinationer af hinanden, 

andrer dette ikke mængden af mulige losninger til (3.18). 

Hvis vi havde anvendt (3.21) i stedet, ville den duale 

variabel 

(3.22) v*t = p*tS 

voere tilnyttet et snitsæt, og p 
* 

kunne opfattes som tilknyt- 

tet grenene i grafens skelet (da Ss er en enhedsmatrix, mA 
* * 

p =vs ) 
Normalt foretrækker vi imidlertid intuitivt at opfatte 

den duale variabel som knudepunktstilknyttet, blandt andet 

fordi vi ofte kan mâle den direkte i punkterne som fx hvis 

den reprmsenterer spending og temperatur. I nogle situatio- 

ner det dog eksplicit nodvendigt at opfatte den duale vari- 

abel som knyttet til et snitsæt. Et godt eksempel pá dette 

er "max flow -min cut" teoremet: Den maksimale stOrrelse af 

en stromning i et netværk med Ovre kapacitetsgrmnser pá 

kanterne er lig med den minimale kapacitet af et snitsæt, 

der skiller netværkets kilde s fra terminalen t. Denne sæt- 

ning kan ses som en konsekvens af dualitetssmtningen for 

linear programmering anvendt pá "max flow "- problemet, jf. 

ovenfor. Det krmver dog en del "hándarbejde" at indse dette, 

sá vi skal ikke bruge plads pA det her. Den interesserede 

laser henvises til fx. Lawler(1976), pp 123 -25. 

3.3.5. "Out -of- kilter " -metoden 

"Out-of-kilter" (ude-af-ligevmgt) metoden er navnet pA en 

algoritme til losning af "min cost" cirkulationer. Den er 

udviklet uafhængigt af operationsanalytikeren 

D.R.Fulkerson(1961) og elektroingenioren G.J.Minty(1960), og 

den udnytter pA en illustrativ mAde sammenhængen mellem 

problemets primale og duale formulering. Samtidig peger 

metodens begrebsapparat tydeligt i retning af nogle genera- 

liseringsmuligheder, som vi skai vendetilbage til i kapi- 

tel 5. Algoritmens konkrete udformning er relativt kompli- 

ceret, sA vi skal ikke gA i detaljer med den her. Den er fx 

beskrevet i Lawler(1976). Derimod skai vi af ovennmvnte 
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grunde præsentere hovedideerne i metoden. 

Udgangspunktet for "Ude af ligevægt" metoden er bibetin- 

gelserne i hhv. det primale problem og det duale problem i 

(3.18), nemlig 

(3.18.c) q >= 1 

og 

(3.18.d) -q >_ -u 

samt 

(3.18.e) ptA + s - s2 = et 

s1>=0 

s2>=0 

Ortogonalitetsbetingelserne for optimale losninger inde- 

bmrer, at hvis q5,51 og 52 er optimale, má for pilen 

k =(i,j) gmlde at 

(3.23.a) 
qij 

> lij sij = 0 og 

(3.23.b) 
gij 

< uij 
sij 

= 0 
19) 

For pilen k =(i,j) kan (3.18.e) skrives 

(3.24) 
1 2 

Pj - Pi + sij - sij = cij . 

Ved anvendelse af (3.23) fás, da s1 og s2 er ikke -negative, 

(3.25.a) 
gij 

= lij gij < uij pj-pi <= cij 

(3.25.b) gij uij qij > lij pj-pi >= cij 

(3.25.c) 
lij < qij < uij 4 pj-pi = cij 

Betingelserne (3.25) kaldes ogsá ligevægtsbetingelserne 

("kilter conditions"), og de værdier af (pj-pi,gij), der 

opfylder ligevægtsbetingelserne, kaldes pilens karakteristik 

eller overforingsfunktion. Karakteristikken kan afbildes i 

et "kilter-diagram" som figur 3.3. 

En sádan primal-dual karakteristik er fx et meget brugt 

værktoj i elektrisk netværksteori, hvor en komponents (spæn- 

dingsfald,strom)-karakteristik normalt entydigt fastlægger 

19. Se appendix 1, smtning (22) og afsnit 3. 

; 

; 

= 



Figur 3.3. Karakteristik for kanten (i,j) 

vi. 
j= P j Pi 

C. 13 

li3 ui3 
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komponentens relevante egenskaber. 

Lad os tage udgangspunkt i et givet sat of primale og 

duale variable (p °,q °), som ikke behover at vagire optimale, 

men hvor q° opfylder tvangsbindingerne Aq ° =0. Mmngden af 

pile i netvmrket kan nu deles i to klasser: Visse af pilene 

vil have tilordnede vaerdier (pi- pi,gij), der ligger pä 

karakteristikken. Disse pile siges at vagire i ligevmgt ( "in 

kilter "). 

De resterende pile, hvis talpar ikke ligger pa karak - 

teristikken, siges at vare ude af ligevægt. Et muligt vek- 
* * 

torpar (p ,q ) er optimalt, nár og kun nár alle pile er i 

ligevægt. 

Vi er nu i stand til at vurdere "afstanden" fra udgangs- 

vektoren (p °,q °) til optimum: Vi betragter pilen k =(i,j) og 

definerer dens "uligevgt" ( "kilter number ") ui 
j 
(p °,q °) som 

den vandrette afstand fra pilens talpar (p?-p? q?.) til 

karakteristikken, jf. figur 3.11. 

Vi kan nu definere den samlede uligevaegt for vektoren 

(p °,q °) som 

(3.31) u(p°,q°) = Eijuij(p°,q°) 

Et vektorpar (p 
* 
,q 

* 
) er optimalt, nár og kun nár 

* * 
u(p ,q )=0. Princippet i "Out-of-kilter"-algoritmen er nu, 

at vi vaelger vilkArlige vektorer (p°,q°) som anfort ovenfor. 

Derefter foretages en raekke iterationer, hvori enten cirku- 

qij 
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Figur 3.4. Uligevægten for kant (i,j) 

v A 13 

uii (po, go) 

-r ------ o o) 
(gi3vi3 

1.. 13 ui3 
g13 

lationen q eller spmndingen p aendres pa en sadan made, at 

uligevægten falder. Nar uligevægten er nul, er vektorerne 

optimale. 

3.3.6. Generaliseringsmuligheder 

Det vigtige resultat af vores presentation af "Out- of -kil- 

ter" algoritmen var indforelsen af begrebet en karak- 

teristik. "Out -of- kilter" algoritmen lader sig let genera - 

lisere til losning af netvmrksproblemer, hvor karakteristik- 

kerne har et mere kompliceret udseende. Vi skai antyde frem- 

gangsmaden ganske kort, idet de elektriske netvmrksmodeller, 

vi skal gennemga i kapitel 6, netop er eksempler pa sadanne 

udvidelser af grundmodellen. For at indse dette ma vi imid- 

lertid fortolke problemet pa en lidt anden made end hidtil. 

Lad os betragte kanten k =(i,j) og dens bidrag til malfunk- 

tionerne i vort duale problempar. Vi skal i resten af dette 

afsnit undertrykke indeks i,j pa kantens tilknyttede vari- 

able af overskuelighedshensyn. 

Kantens bidrag til den primale malfunktion kan skrives 

(3.32) k(q) = cq = c(q-1) + cl 

= 

,c1 
v(z)dz + cl 

1 

hvor funktionen v(q) er kantens karakteristik. Det forste 

led pa hojresiden af (3.32) er lig med arealet mellem karak- 

, 
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Figur 3.5. Geometrisk illustration af bidrag til málfunktionen 

c. 
i 

1 t 
uiJ 

vij,qiJ) 

teristikken og q- aksen, afgrænset nedadtil of 1 og opadtil 

of q, som vist ved lodret skravering pá figur 3.5. Det andet 

led pá hojresiden er uafhmngigt af q, og det kunne derfor 

uden tab udelades af málfunktionen.20) 

Ydermere bemmrker vi, at kantens bidrag til den duale 

málfunktion kan gives en tilsvarende fortolkning: Det duale 

bidrag er 

(3.33) -k' = s1 l - s2u 

Af de komplementære slaphedsbetingelser ses, at vi i optimum 

kan have tre tilfmlde: 

(3.34.a) (v<c) (si=c-v)A(s2=0) -k' _ (c-v)1 

(3.34.b) (v=c) * (s1 = s2 = 0) -k' = 0 

(3.34.c) (v>c) (s1=0)A(s2=v-c) -k' _ (c-v)u 

Det ses, at k' (det negative bidrag til den duale mâl- 

funktion) er lig med arealet imellem v -aksen og karak - 

teristikken, afgrænset af c og v som vist ved vandret skra- 
vering pá figur 3.5. Med andre ord kan det duale bidrag i 

optimum skrives 

20. Alternativt kan leddet opfattes som en.integrationskon- 
stant, der som bekendt kan smttes vilkârligt. 

gij 

v . 

il 

. 
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(3.35) 
v 

-k'(v) _ - 
! 

q(z)dz 
e 

(hvor q(v) er den inverse karakteristik). 

Bemark til sidst, at differensen mellem kantens primale 

og duale bidrag er 

(3.36) k - k' = vq 

i alle tre tilfalde. Dette svarer p$ figuren til, at summen 

af de skraverede arealer og konstantleddet cl er lig med 

arealet vq. 

Lad os nu lempe forudsmtningerne og tillade, at netvmrket 

omfatter en mere kompliceret type af elementer, nemlig med 

en konveks og stykvist linear omkostningsfunktion. En sádan 

omkostningsfunktion og dens tilhorende karakteristik er vist 

i figur 3.6. 

Det ses, at nár karakteristikken som vist er ikke -afta- 

gende, vil kantens "uligevagttal" stadig vare veldefineret, 

og "out -of- kilter" algoritmen vil fortsat vare operativ. 

Desuden kan det vises, at formlerne (3.32) og (3.35) for en 

given kants bidrag til de to málfunktioner i optimum stadig 

holder.21) Dette gelder ogsá - som vi skai se i kapitel 6 - 

seiv om karakteristikken er differentiabel i det indre de- 

finitionsomr$de. En sádan strengt voksende, differentiabel 

karakteristik kaldes en primal -dual kobling, og disse kob- 

linger giver netvarksproblemet en helt speciel struktur, som 

vi senere skai vende tilbage til. Vi kan imidlertid allerede 

nu se intuitivt, at en differentiabel karakteristik kan 

tilnarmes vilkárlig fint med en trappefunktion som i figur 

3.6, nár vi lader antallet af "trappetrin" ga mod uendeligt 

- og det er jo netop det der sker ved en integration. 

Et eksempel pá en primal -dual kobling er vist i figur 

3.7. 

Vi fAr, at kantens bidrag til de duale málfunktioner er 

21. Jf. fx Prager(1965) eller den mere stringente artikel af 
Minty(1960) 



Figur 3.6 En konveks, stykvist linemr omkostningsfunktion. 
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t 

uij qij 

I dette tilfmlde kan netværket altsá karakteriseres ved 

et dualt par af kvadratiske programmer. Vi skai i kapitel 6 

vende tilbage til denne type stromningsproblemer i forbin- 

delse med lOsningen af elektriske netvmrksproblemer. 

De formier for bidragene til de to málfunktioner, vi har 

udledt i dette afsnit, gmlder kun i optimum. Vi skai senere 

se, at netvmrksproblemet bliver betydeligt lettere at hánd- 

tere, hvis vi omformulerer málfunktionen i overensstemmelse 

med (3.33) og (3.35). Da denne omformulering hverken pávir- 

ker mængden af mulige losninger, mængden af optimale losnin- 

ger eller málfunktionens værdi i optimum, er en sádan omfor- 

k 
rq 

2 

2 

OW 

+) 
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mulering uskadelig.22) Dette betyder, at vores oprindelige 

duale programmer (3.18) erstattes af de mkvivalente program- 

mer 

Minimer Minimer 

(3.39.a) K(q)= Eijkij K'(v)= Eijk'ij 

under under 

(3.39.b) Aq = 0 Cv = 0 

(3.39.c) 1<=q<=u v fri 

hvor, for hver kant, tallene k og k' er defineret ved (3.32) 

og (3.35). Bemaerk, at definitionsomráderne for q og v er 

givet ved projektionen af karakteristikken pá hhv. q- og 

v-akserne. Vi skai senere vende tilbage til problemparret 

(3.39) i kapitel 6 om elektrisk netværksteori. 

3.3.7. Vmrdikilder i netvaerksmodellen* 

Inden vi helt forlader den operationsanalytiske netvmrks- 

tradition, skai vi introducere begreberne knudepunktsstrom- 

kilder og kredsspmndingskilder. Det viser sig nemlig, at de 

kanttilknyttede konstanter i vores problempar (3.39) altid 

kan transformeres til knudepunktstilknyttede konstanter (i 

det primale problem) eller kredstilknyttede konstanter (i 

det duale problem). Da vi vender tilbage til problemstillin- 

gen i kapitel 6, kan afsnittet leses kursorisk. 

Et cirkulationsnetvmrk kan betragtes som et isoleret 

system, der udveksler "verdi" eller "energi" med omverdenen 

igennem bestemte, konkret afgrænsede kanaler. En sadan ud- 

veksling finder imidlertid forst sted, nár netværket modta- 

ger givne stimuli fra omverdenen. I det karakteristiske par 

af duale programmer for netvmrket reprosenteres disse givne 

stimuli af konstanterne i de primale og duale restriktioner. 

Vi skai derfor bruge fællesbetegnelsen "vmrdikilder" eller 

"energikilder" for disse konstanter. 

De vmrdikilder, der er tilknyttet de primale restriktio- 

22. Vi mangler dog at vise, at hvis en losning er optimal 
for (3.18), er den ogsá optimal for (3.39), men det skai 
ikke gores her. 
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ner, dvs karakteristikkens q-akse, kaldes stromkilder eller 

primale kilder. I vores standardproblem udgores de primale 

kilder af de nedre og Ovre kapacitetsgrmnser pA kanterne 1 

og u (det kan mAske skurre i orerne at kalde kapaciteter for 

stromkilder, men vi skai snart se berettigelsen af dette). 

Tilsvarende kaldes de konstanter, der er tilknyttet de 

duale restriktioner eller karakteristikkens v-akse, for 

spændingskilder eller duale kilder. I standardproblemet 

optræder kanternes enhedsomkostninger c som duale kilder. 

Vi er imidlertid ikke fmrdige endnu. Nullerne pA hOjre- 

siderne af de strukturelle bindinger Aq=O og Cv=O er i prin- 

cippet ogsA værdikilder - de har blot hidtil antaget verdi- 

erne nul, fordi vi har valgt at arbejde med lukkede netværk 

uden "lmkager" i punkterne. Vi skai i det folgende kalde 

værdikilderne "interne", hvis de optræder i elementernes 

karakteristikker, og "eksterne", hvis de optræder i de 

strukturelle bindinger. 

Det er et bemærkelsesværdigt faktum, at selv om interne 

og eksterne værdikilder ofte har vidt forskellige fysiske 

fortolkninger, kan vi altid transformere interne kilder til 

eksterne og omvendt. OgsA sely om denne transformation in- 

debærer, at den topologiske tilknytning ændres fra kanter 

til punkter eller kredse. En sAdan transformation kan nemlig 

opfattes som en simpel parallelforskydning af (q,v)-koordi- 
natsystemet, som vi umiddelbart skai vise. 

Lad os fx definere de standardiserede variable 

(3.40) q = q - 1 

og 

(3.41) v = v - c 

Ved at indsætte q =q +1 og v =v +c i de originale programmer 

(3.18) f$r vi de parallelforskudte, men i Ovrigt ækvivalente 
programmer 
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(3.42.a) 

(3.42.b) 

(3.42.c) 

Minimer Maksimer 

ctq + ctl sl - s2u 

under under 

Aq = -Al CV = -Cc 

0 <= q <= u-1 v+ si - s2 = 0 

Det ses her, at de kanttilknyttede nedre kapacitetsgrmn- 

ser 1 er transformeret til knudepunktstilknyttede eksterne 

stromkilder I=-A1. Disse eksterne kilder kan fortolkes som 

eksogene "lmkager", dvs nettoudstromninger fra netvmrkets 

knudepunkter, da Ag=G°g-Glq jo er forskellen pá udstromnin- 

gen fra og indstrOmningen til knudepunkterne. 

Tilsvarende er de kanttilknyttede omkostninger c blevet 

transformeret til kredstilknyttede spmndingskilder c=-Cc. Da 

det mAske krmver for stor abstraktionsevne at forestille sig 

en kredstilknyttet omkostning, kan vi i stedet antage, at 

C-matricen er en basiskredsmatrix. I sa fald kan vi opfatte 

hver af de ækvivalente kredsspmndingskilder som tilknyttet 

den entydige kant i co-trmet, der definerer den pAgmldende 

basiskreds, jf. kapitel 2. 

Form$let med en sadan parallelforskydning, der transfor- 

merer interne vmrdikilder til eksterne, er at opnA den ma- 

tematiske forenkling, at karakteristikken tvinges igennem 

origo i det transformerede koordinatsystem. Hvis den origi- 

nale karakteristik var givet ved 

(3.43) v = f(q) 

fAs at 

(3.44) v + c = f(q+l) 23) 

Karakteristikken i det transformerede (g,v) koordinatsystem 

er da 

(3.45) v = r(g) 

= f(q+l) - c 

Her vil gmlde, at F(0) =0. De generaliserede programmer 

23. Af nemhedsgrunde noterer vi i det folgende karak- 
teristikken som en funktion, sely om den kan rumme lod- 
rette stykker og derfor er en korrespondens. Vi defi- 
nerer blot arealet af en lodret linie lig med nul 
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(3.37) kan nu skrives pA den parallelforskudte, men i ovrigt 

mkvivalente form 

Minimer Minimer 

(3.46.a) K(g) K'(v) 

under under 

(3.46.b) Aq = -Al CV = -Cc 

(3.46.c) 0 <= q <= u-1 v fri 

hvor K(q) og K'(v) er lig med summen over alle kanter of 

kanternes bidrag kij og kij, givet ved 

q 
(3.47.a) k = v(z)dz + cq + cl 

0 

og 
V 

(3.47.b) k' = f g(z)dz + lv 
0 

(index ij undertrykt). 

Den generelle lare af vores ovelse med parallelforskyd - 

ning af koordinatsystemet er sAledes, at i et netvmrk med a 

kanter, n -1 punkter og m =a -n +1 basiskredse, kan de a kant- 

tilknyttede stromkilder altid transformeres til n -1 uafhmn- 

gige, mkvivalente knudepunktsudstromninger ( "lmkager "). 

Tilsvarende kan de a kanttilknyttede spmndingskilder trans- 

formeres til m uafhmngige, mkvivalente spmndingskilder, 

tilknyttet hver sin basiskreds. 

I vores standard "min cost" cirkulationsproblem er der 

imidlertid to stromkilder pr. kant: en nedre kapacitet 1 og 

en ovre kapacitet u. Her er det kun muligt at reducere den 

ene af de to stromkilder efter frit valg - den anden mA 

fortsat være intern i kanten. Vi har i de viste formier 

valgt at eliminere den nedre gronse, men det kunne lige sA 

have vmret den ovre grænse u.24) I kapitel 6 skal vi se, 

hvordan vi under bestemte forudsætninger tillige kan trans- 

24. OgsA dette tilfælde kan dog kringles, hvis vi opfinder a 
nye knudepunkter, sadan at vi deler hver kant i to nye 
kanter med hver sin stromkilde. PA denne mAde kan et- 
hvert problem med indbyggede kapacitetsgrænser i kanter- 
ne reduceres til et problem uden kapaciteter, men med 
eksogene udstromninger i knudepunkterne, kombineret med 
en positivitetsforudsmtning pa kanternés stromme. 

, 
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formere primale kilder til duale og omvendt. Forelobig skai 

vi dog ikke gá dybere i problemstillingen, idet vi forst 

skai se, hvordan input- output modellerne kan opfattes som 

specialtilfmlde of "min cost" cirkulationer. 
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4. STRUKTUREL ORDNING AF STORE LIGNINGSSYSTEMER 

I dette kapitel skai vi se et eksempel pA, hvordan de i 

de forrige kapitler udviklede netvmrksbegreber kan anvendes 

pA okonomiske modeller.1) Inden vi gár i gang med dette, er 

der mAske grund til at pApege nogle generelle fordele ved at 

anvende etableret netvmrksteoretisk terminologi, hvor det er 

muligt. 

For det forste kan vi i almindelighed regne med at undgA 

en del dobbeltarbejde ved at anvende netvmrksterminologien. 

Det viser sig nemlig forbloffende ofte, at et praktisk 

forekommende problem kan reduceres til et mkvivalent pro- 

blem, der allerede er lOst i den eksisterende litteratur. 

Lawler(1976) viser ud fra denne grundtanke, hvordan en bred 

klasse af operationsanalytiske problemer kan opfattes som 

variationer over ganske fA grundtemaer. Han viser samtidig, 

hvordan teorien om netvmrksoptimering udgor en generel og 

frugtbar ramme for disse reduktioner. Branin(1977) viser, at 

en tilsvarende reduktion er mulig for en bred klasse of 

fysiske modeller. Disse resultater er yderligere uddybet i 

fx Franksen(1981). Endelig kan erfaringerne fra denne rap- 

port uden overdrivelse siges at give tilsvarende resultater 

for visse okonomiske (og statistiske) modeltyper 

For det andet giver netvmrksteoriens begrebsapparat en 

enestAende mulighed for kommunikation tvmrs over etablerede 

faggrmnser. Lmseren af denne rapport vil fx finde, at kapit- 

lerne 2,3 og 6 giver en tilstrmkkelig introduktion til lms- 

ning of en bred vifte of fx operationsanalytisk og elektro- 

teknisk litteratur. 

Netvmrksteoriens generelle okonomiske anvendelser stammer 

fOrst og fremmest fra det forhold, at ethvert linemrt lig- 

ningssystem kan opfattes som et multiplikativt netvmrk,jf 

kapitel 3, afsnit 2. Netvmrksteorien kan ismr bidrage posi- 

tivt til fortolkningen af sAdanne ligningssystemer. I det 

1. Kapitlet kan overspringes uden tab of kontinuitet. Det 
bor dog lenses som en ovelse i brug of de netvmrksteore- 
tiske grundbegreber. 
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folgende skai vi gennemg$ forskellige máder at analysere 

lineare ligningssystemer pá, med det formál at "forstá" 

systemernes virkemáde bedre og dermed i sidste ende lette 

deres losning. 

Dette vil foregá i to trin. Forst analyserer vi lignings- 

systemets logiske struktur ved at foretage en ordning af 

dets underliggende orienterede graf. En sádan ordning er et 

velkendt redskab i makrookonomisk analyse under navnet 

"kausal ordning ". Hovedformálet med "kausalanalysen" er deis 

at finde systemgrafens starke komponenter, der i den okono- 

miske tradition kaldes "simultane blokke ",2) deis at finde 

en hensigtsmassig rakkefolge at ordne disse starke komponen- 

ter pá, sádan at ligningssystemet báde bliver lettere at 

lose og at "lase ". 

Hvis modellen indeholder meget fá starke komponenter, er 

sádan en "kausalordning" imidlertid ikke ret sigende. Derfor 

supplerer vi den logiske analyse med et arldet trin, hvori vi 

giver en kvantitativ vurdering af de enkelte piles "vasent- 

lighed" i den relation, de indgár i. Dette munder ud i, at 

vi finder et "forklaringsskelet" for systemet, dvs et ud -tra 

of vasentligste forklaringsfaktorer for ligningssystemets 

endogene variable. 

4.1. Logisk ordning af en orienteret graf 

Logisk ordning af en graf ("quasi-level assignment") er 

en tilordning af tal hi til punkterne i grafen. Tilordningen 

foregár pá en sádan máde, at hvis xj er tilgangelig fra xi 

er h. <= hi med lighedstegn hvis og kun hvis xi og x. ligger 

i samme starke komponent.3) 

Gennemgangen af logisk ordning vil falde i tre afsnit: 

Lokalisering og ordning af starke komponenter, bestemmelse 

af den kondenserede acykliske graf og beskrivelse af en 

algoritme til logisk ordning af en acyklisk graf. Algoritmen 

lader sig let udvide til at gelde vilkárlige grafer. 

2. Vi skai i det folgende undgá betegnelsen "blok ", idet 
dette ord har en helt anden betydning i grafteoretisk 
terminologi, se fx. Frank Nielsen(1981) 

3. Men bemerk, at h.>hi ikke omvendt behOver at medfore, at 
x. 
J 

er tilgangelii fra xi. 
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4.1.1. Identifikation af starke komponenter 

En stark komponent i en graf er i kapitel 2 defineret som en 

komponent med den egenskab, at alle punkter i den skai vare 

gensidigt tilgmngelige (da et punkt pr. konvention er til- 

gængeligt fra sig sely, kan en stark komponent trivielt 

bestá af et enkelt punkt). Formelt kan vi sige at mængden af 

punkter i den starke komponent, der indeholder xi, er 

(4.1) Z. = R(xi)n R-1(xi) . 

Den forste mængde kan findes som mængden af punkter , der er 

reprmsenteret ved et ettal i rmkken for xi i tilgmngelig- 

hedsmatricen R. Den anden mængde kan findes pá samme made, 

blot i sojlen for xi. Mangden Zi er med andre ord de punkter 

xj, for hvilke 
rij 

= 
rj1 

=1. En generel made at finde de 

starke komponenter pá er derfor at danne matricen 

(4.2) Rz = R x Rt 

Denne matrix, der er den symmetriske delmatrix af R, vil i 

rmkke i have ettaller for de punkter, der indgár i samme 

starke komponent som xi (Zi(xi) kan som nmvnt vare et enkelt 

punkt, nemlig xi). Da de starke komponenter udgor en klas- 

sedeling of punkterne X, vil Rz- matricen kunne ordnes, sá 

den bliver blok- diagonal i z blokke (en for hver stark kom- 

ponent). 

De starke komponenter kan ikke analyseres yderligere ud 

fra tilgmngelighedsegenskaberne, da alle punkter i komponen- 

ten jo er gensidigt tilgmngelige. En vis struktur kan vi dog 

fá frem, hvis vi ser pá den k- begrmnsede tilgængelighed. 

Til ethvert punkt xi i en stark graf (og dermed en stark 

komponent) kan vi knytte et talpar, indtallet og udtallet. 

Udtallet er den storste afstand fra punktet til et vilkár- 

ligt andet punkt, og indtallet er omvendt den storste af- 

stand fra et vilkárligt andet punkt til xi. Figur 4.1 viser 

grafen for den okonomiske model PLUTO '(let forenklet). 
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Figur 4.1. Grafen for modellen PLUTO 

Civ 

Cv 

MDF 

Ib 

Ip 

Eksogene variable: 
X Eksogene eftersporgselskomponenter 
Sx Skatter 
Nb Pengebasen 

Endogene variable: 
Y Bruttonationalprodukt 
Yd Disponibel indkomst 
Civ : Forbrug af ikke -varige varer 
Cv Forbrug af varige varer 
Ib Investeringer i boliger 
Ip Ovrige private faste investeringer 
D Samlet endogen eftersporgsel 
M Import 
Mdf : Sekundar pengeforsyning 

--011" M 

Den har en basis bestAende af punkterne X, Sx og Nb (svaren- 

de til de eksogene variable), mens de resterende punkter 

udgor en enkelt stark komponent. Der er sáledes i alt 4 

starke komponenter i PLUTO, men vi skai koncentrere os om 

den sidstnaevnte, som vi i det folgende opfatter som en sely- 

standig, stark graf Z. Afstandsmatricen for Z er vist i 

tabel 4.1, hvor tillige punkternes udtal og indtal er angi- 

vet. Udtallet for xi findes ved at tage det sturste tal i 

afstandsmatricens rakke i , og indtallet findes tilsvarende 

som det sturste tal i sojle i. 

Yd 

41- 
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Tabel 4.1. Afstandsmatrix mm. for Z- komponenten i PLUTO. 

Y Yd Civ Cv Ib Ip D Mdf M udtal 

Y 0 1 2 2 2 2 3 4 4 ; 4 

Yd 3 0 1 1 1 4 2 3 3 ' 4 

Civ 2 3 0 3 3 3 1 2 2 3 
Cv 2 3 4 0 3 3 1 2 2 4 

Ib 2 3 4 3 0 3 1 2 2 ' 4 

Ip 2 3 4 3 3 0 1 2 2 ; 4 

D 1 2 3 2 2 2 0 1 1 3 

Mdf 3 4 5 1 1 4 2 0 3 ; 5 

M 1 2 3 3 3 2 3 14 0 4 

indtal 3 4 5 3 3 4 3 4 4 

Det eller de punkter i grafen, der har det mindste udtal, 

kaldes grafens udcenter, og det págaeldende udtal kaldes 

grafens udradius. Det eller de punkter, der har det storste 

udtal, kaldes komponentens udperiferi. Tilsvarende kan vi 

definere indcenteret, indradius og indperiferien som de 

omvendte begreber. For PLUTO er udcenteret suedes (Civ,D), 

udradius er 3 og udperiferien er (Mdf). Indcenteret er 

(Y,Cv,Ib,D), indradius er 3 og indperiferien er (Civ). Det 

storste udtal vil altid vere lig med det storste indtal, og 

det kaldes grafens diameter. I eksemplet her er diameteren 

5. 

Der findes en rmkke metoder til analyse af starke grafer, 

se fx Harary et al (1965). Vi skai imidlertid ikke forfolge 

emnet yderligere her, idet vi i stedet vil tage en alterna- 

tiv synsvinkel op nedenfor. 

4.1.2. Den kondenserede acykliske graf 

En acyklisk graf er en orienteret graf uden ensrettede 

kredse. En sádan acyklisk graf udgor en partiel ordning af 

punkterne i grafen. Vi skai se, hvordan en vilkarlig graf 

kan omformes til en acyklisk graf, uden at de oprindelige 

tilgaengelighedsegenskaber gár tabt. Forst má vi imidlertid 

definere nogle grundlaeggende begreber.' 

Lad D vere en orienteret graf med punkterne X. For enhver 

klassedeling af punkterne X i klasserne (X1,X2,...,Xs) kan 

vi definere den kondenserede graf med hensyn til klassede- 

i 
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lingen ved 

(4.3) A. Et punkt xi i den kondenserede graf D* 

svarer til en klasse Xi af punkter i D 

B. Der gar en pil fra xi 
* 

til x* i D 
* 

, hvis 

der gar mindst en pil i D fra et punkt i Xi 

til et punkt i 

(Eventuelle slojfer, der matte opsta ved kondenseringen, 

slettes). Da de starke komponenter Zi i en graf udgor en 

klassedeling af grafens punkter, kan vi definere den kon- 

denserede acykliske graf som den kondenserede graf m.h.t. 

klassedelingen Zi.) Nar vi kalder den kondenserede graf 

m.h.t. de stærke komponenter for acyklisk, er det fordi den 

naturligvis ikke kan indeholde ensrettede kredse. En sadan 

kreds vil altid vare en delgraf af en stark komponent, og 
* 

derfor vil den vare kondenseret til et punkt i D . Den kon- 

denserede acykliske graf for PLUTO er 

Sx Nb 
X 

N1/ 
Z 

* 
Nabomatricen N 

* 
for den kondenserede acykliske graf D 

kan findes pa en særdeles enkel made ud fra nabomatricen N 

for D. Vi vender tilbage til matricen RZ, der var tilgange- 

lighedsmatricen for den starke del af D , jf. (4.2). Hvis vi 

i denne matrix sletter alle alle rakker undtagen en for 

4. Nar vi normalt taler om den kondenserede graf, er det 
netop kondenseringen med hensyn til de starke komponen- 
ter, vi hentyder til. Men det kan ogsa vare interessant 
at kondenserere m.h.t. andre klassedelinger, fx. ensret- 
tede snitsmt (jf. fx. Christophides (1975)). Mere konk- 
ret kan grafen for en input -output tabel fx. kondenseres 
m.h.t. en klassedeling af erhvervene i hovedbrancher, se 
fx Asger Olsen(1981) eller (1984). 

Xj. 
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hver stark komponent, fas en summationsmatrix G af dimen- 

sionen (zxn) (rmkken for komponent nr. i indeholder et ettal 
for punkt nr. j, hvis punktet indgár i komponent i, nul 

ellers).5) 

Hvis N er nabomatricen for den oprindelige graf D, kan vi 
* 

finde nabomatricen for den kondenserede graf D af 

* 
(4.4) N = G*N*Gt 

(idet vi ved at nulstille diagonalen sletter eventuelle 

slojfer, der opstár ved kondenseringen). 

4.1.3. Logisk ordning af en acyklisk graf 

* 
Da D er acyklisk, er det en enkel sag at finde dens 

basis B *. Et punkt vil nemlig vare et basispunkt for D hvis 

og kun hvis det har indgangsvalensen 0 og dermed sojlesummen 
* 

0 i N . Da der ydermere ikke kan vare nogen ensrettede 
* * 

kredse i D , kan vi nu med udgangspunkt i basis B tildele 

ethvert punkt et tal hi, sâdan at hi<hj hvis (men ikke kun 

hvis) xj er tilgaengeligt fra xi. Tallene vil ikke vare en- 

tydige, men de vil rangordne punkterne pá en entydig máde. 

En algoritme, der udfOrer den n0dvendige tilordning er: 

(4.5) A. Sat k = 0 

set hi = 0, alle punkter i 
saet indgangsvalenserne v° =i N* t 

B. Gentag 

sat k = k + 1 

find et punkt med indgangsvalens nul 

giv det nummeret hi =k 

saet vi+l=vi minus punktets rmkke i N* 

indtil alle punkter er omnummereret 

Den logiske ordning er nu tilendebragt. Da enhver orien- 

teret graf har en kondenseret acyklisk graf, og da enhver 

acyklisk graf kan ordnes ved (4.5), vil enhver graf kunne 

5. Se gennemgangen af summationsmatricer i'appendix 2. 

. 
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tildeles numre pá denne máde, idet vi kan nummerere punkter- 

ne i den originale graf D sádan, at alle punkter i den star- 

ke komponent Z. tilordnes det nummer hi, komponenten fik 
* 

tilordnet i den kondenserede graf D . 

4.2. Strukturel ordning af ligningssystemer 

Et linemrt ligningssystem kan skrives pá formen 

(4.6) + 

x ( 0 O, x I 

hvor x er en vektor af eksogene variable, y er en vektor af 

endogene variable, mens Y og X er passende koefficient- 

matricer, jf kapitel 3, afsnit 2. Vi skai opfatte y og x som 

punkter i et netvmrk, hvis vægtmatrix er givet ved koeffi- 

cientmatricen (her dog transponeret). Punkterne for de ek- 

sogene variable er kilder, der "forsyner" netvmrket med den 

eksogene pávirkning (0,x). Vi skai i det folgende antage, at 

ligningerne kan loses til 

(4.7) y _ I-Y -X rol 
-1 

1x1 0 I (x 

0 

(I-Y)-1X o 

I x 

Det ses, at det kun er nodvendigt at invertere matricen 

(I-Y), idet koefficientmatricen er blok-triangulær. Hvis 

ligningssystemet er meget stort, kan det være en fordel at 

prove at omsortere elementerne i y-vektoren, sádan at selve 

Y-matricen ogsá bliver blok-triangulær. Dette betyder deis, 

at de enkelte diagonalblokke kan inverteres hver for sig, 

sádan at der spares regnetid, deis at modellen bliver let- 

tere at "forstá". En sádan omsortering er netop identisk med 

den logiske ordning af systemets graf, vi gennemgik ovenfor. 

(I-Y)- 

(°1 
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4.2.1. Logisk ordning af ligningssystemer 

Det er klart, at den "kausalanalytiske" metode kun giver 

gevinst, hvis koefficientmatricen Y er "tyndt besat" , dvs 

indeholder mange nuller. I modsat fald er der stor sandsyn- 

lighed for, at alle y- punkterne indgAr i samme starke kom- 

ponent, sádan at Y- matricen ikke kan blok -triangulariseres. 

I takt med, at ambitionsniveauet for Okonomiske modellers 

"endogeniseringsgrad" er blevet oget, og Y- matricen sáledes 

er blevet tattere besat, har kausalanalysen folgelig tabt 

praktisk verdi. 

Interessen samler sig derfor om muligheden for at ordne 

og fortolke den indre struktur i de starke komponenter. Pá 

dette punkt er teorien om orienterede grafer imidlertid lidt 

tynd. Vi husker fra afsnit 1 at vi fx kan finde komponentens 

udcenter og udradius (og /eller de omvendte begreber). Men 

erfaringen viser, at disse ovelser ikke bidrager vasentligt 

til vores intuitive forstáelse of komponentens struktur. En 

teoretisk langt mere tilfredsstillende losning ville vare at 

finde - hold fast - en ensrettet, udspændende, lukket tur af 

minimum kardinalitet.6) Ved at nummerere komponentens punk - 

ter i den rakkefolge, hvormed de indg$r i en s$dan lukket 

tur, fás en god rakkefolge at "lase" komponentens ligninger 

i. Hermed er problemet imidlertid ikke lost, for problemet 

er et "langste omvej" problem, og selv om det er teoretisk 

velbelyst, er der til dato ikke udviklet egnede algoritmer, 

der kan lose det for blot mellemstore modeller. 

Samme konklusion nás of Garbely og Gilli(1984), der ved 

hjalp of forskellige tricks sager at finde en udspmndende 

delgraf, der indeholder sA mange of den lukkede turs kanter, 

som det er praktisk muligt at finde. Vi m$ altsá konkludere, 

at selv om vi i princippet ved, hvad vi skai gore, bliver vi 

svigtet pá aigoritmesiden. 

En lettere losning er at finde et udspændende ensrettet 

tra for komponenten. Et rimeligt forslag ville vare et ud- 

tra med rod i komponentens ud- center eller ,omvendt, et 

6. Hvis komponenten har en ensrettet Hamilton -kreds, er det 
altsá den vi sager 
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ind -tre til ind- centeret.7) Denne procedure vil afdekke 

hovedstrukturerne i komponenten med en rimelig grad af ef- 

fektivitet, og den burde formentlig implementeres i Okono- 

metriske standardprogrammer. Algoritmer er givet i fx Law - 

ler(1976) og Christophides(1975). 

Hvis den starke komponent er meget "tykt" besat med kan- 

ter, vil der imidlertid eksistere sá mange ud -traer og ud- 

spaendende kredse, at ogsá de bliver temmelig intetsigende. 

Ikke desto mindre vil vi alligevel ofte have fornemmelsen 

af, at nogle sammenhænge "dominerer" komponentens egenska- 

ber, mens andre er mindre vesentlige. Sádanne "prioriterin- 

ger" af sammenhænge kan imidlertid ikke foretages inden for 

rammerne af den kvalitativt betonede grafteori. I stedet mA 

vi eksplicit inddrage kvantitative forhold, dvs opfatte 

ligningssystemet som et netverk. Bemerk, at dette kun giver 

mening, hvis de eksogene variable kan tildeles "typiske" 

storrelsesordener p$ en eller anden máde.8) Dette vil i 

udpreget grad were tilfældet i empiriske Okonomiske model- 

ler, hvor en analyse altid vil tage udgangspunkt i en 

historisk udgangssituation, som den endelige losning hverken 

kan eller bor afvige for meget fra. 

4.2.2. StrOmninger af "forklaringskraft" 

Lad os derfor antage, at vi har en "typisk" historisk 

losning (yo,xo) af vores model, dvs at (yo,xo) opfylder 

(4.8) y = Y X Ey3cool + 

0 0 

[ox01 

jf (4.6). Denne losning kan i forste omgang "kausalanaly- 

seres", men lad os for nemheds skyld antage, at resultatet 

er negativt: Y- matricen definerer en enkelt stark komponent 

og kan folgelig ikke blok -triangulariseres. Lad os endvidere 

7. Faktisk kan denne procedure under heldige omstendigheder 
give det teoretisk korrekte resultat, idet en Hamilton - 
kreds danner et udspendende ensrettet tre, nár vi fjerner 
en vilkárlig kant fra den 

8. Dette vil fx. were tilfældet, hvis de eksogene variable 
er stokastiske og har en middelverdi, eller hvis der er 
begrensninger i deres variationsomráde 

xo J 
llxo 
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forelobig antage, at alle koefficienter og variable er stor- 

re end nul. 

Vi strammer nu fortolkningen af (4.8), idet vi opfatter 

ligningssystemet som knudepunktsbalancen for et stromnings- 

netværk, dvs at vi definerer udstromningen i punkterne re- 

sidualt af bevaringsloven: 

Yt 0 Y 0 

(4.9) tu + (y 
o xo) Xt 0 i = xo 

se evt udledningen af (5.5). Dette svarer til, at udstrOm- 

ningen fra et punkt j sattes lig med 

(4.10) tuj = (1-Eiyij)yoj I 

hvor yij er det (i,j)'te element i koefficientmatricen Y (en 

tilsvarende formel gmlder for de eksogene variable xj). Vi 

opfatter den substans, der flyder i netvmrket, som "for - 

klaringskraft". I en rakke tilfmlde vil de sâledes defi- 

nerede udstromninger tilsyneladende vare ufortolkelige, men 

vi skai se, at dette ikke invaliderer metoden. 

Nu kunne vi fx udnytte det faktum, at enhver stromning 

kan dekomponeres i delstromme, der enten er tilknyttet gra- 

fens elementare veje fra kilder til terminaler eller dens 

ensrettede basiskredse, se fx Christophides(1975) eller den 

grundige gennemgang of signalgrafer i Frank Nielsen(1981).9) 

Ydermere kan de kredstilknyttede stromme fordeles ud pa de 

"forársagende veje ". Et eksempel pá, hvordan dette kan gores 

for nationalregnskabs - og input- output matricer er givet i 

Defourny og Thorbecke(1984). Teknikken kan imidlertid med 

fordel anvendes pá alle lineare ligningssystemer. Men da 

antallet of disse elementarveje og basiskredse ofte er meget 

stort, er metoden ikke altid hensigtsmassig ved analyse of 

store systemer. 

Et bedre overblik over modellens "forklaringsstruktur" 

opst$r utvivlsomt, hvis vi danner et udspmndende ud -trm for 

netvmrket p$ en sedan máde, at summen )Elf tracts stromme er 

9. Bemærk, at disse elementare veje svarer til ensrettede 
kredse i det tilsvarende lukkede netværk. Metoden svarer 
derfor til oplosningen af q-vektoren i kredsstrOmmene q 
for det lukkede stromningsnetværk, jf. (3.14.b) 

c 
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maksimal. Vi skai kalde et sádant tre for et (maksimalt) 

forklaringsskelet. Algoritmer er givet i Lawler(1976), af- 

snit 8.14, eller Christophides(1975), afsnit 7.3. Da et 

sádant tra er en acyklisk graf, kan dets punkter nummereres 

pá precis samme máde, som ved den almindelige logiske ord- 

ning (kausalanalyse), jf afsnit 2. 

Det ordnende kriterium ved en sádan procedure kan siges 

at vere, at den "dominerende forklaringsfaktor" i en ligning 

sá vidt muligt skai vere bestemt forud (undtagen for den 

variabel, der er traets rod).10) Et vilkárligt punkt kan 

valges som rod, men et bedre valg er formentlig det punkt j, 

for hvilket (yj -tuj) er maksimal (dvs det punkt, der afle- 

verer mest "forklaringskraft" til resten af netvarket). 

En endnu starkere ordningsprocedure fár vi, hvis vi luk- 

ker netvarket ved at tilfoje et universelt referencepunkt, 

sádan at vi opfatter hele netverket som en enkelt stark 

komponent. Vi kan nu danne et maksimalt ud- skelet fra re- 

ferencepunktet. Pá denne máde undgár vi det arbitrare valg 

af rod for traet, og samtidig fár vi et tra af "dominerende 

forklaringsfaktorer" for den samlede mode1.11) 

Proceduren kan udvides til at omfatte modeller med nega- 

tive variable og koefficienter. I sá fald skai vi blot se 

bort fra alle minustegn ved udvelgelsen af traet, sádan at 

det er strommenes numeriske vardier, der er afgorende. Ik- 

ke- lineare modeller kan ogsá analyseres, hvis vi totaldif- 

ferentierer og lineariserer dem omkring (yo,xo). 

Opfattelsen af et vilkárligt lineart ligningssystem som 

et stromningsnetverk er pá kanten af det absurde, men til 

det givne formál er metoden altsá fortolkelig. Den skit - 

serede procedure er i virkeligheden blot en formalisering 

af, hvad alle brugere af empiriske modeller gor dagligt. I 

teorien om regressionsanalyser er metoden i Ovrigt kendt i 

forbindelse med de sákaldte "Tinbergen- diagrammer ". 

10. Et ud -tra har jo netop den egenskab, at alle dets punk - 
ter har indgangsvalensen 1 - undtagen roden, der har 
indgangsvalens nul. Bemark,at det duale ind -tra ikke kan 
gives en tilsvarende fortolkning. 

11. En sádan procedure kunne ogsá anvendes for ikke -starke 
( "dekomposable ") systemer, men i sá fald kan vi fá en 
indbyrdes ordning af de starke komponenter, der er i 

modstrid med den logiske ordning, vi normalt gennem- 
forer. 
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5. INPUT -OUTPUT MODELLER OG STROMNINGER I NETVERK 

5.1. Input- output tabeller som netvmrksmatricer 

Den samlede input- output transaktionstabel 

A E 

(5.1) C = , jf. (1.1), 
Y Yf 

minder meget om vægtmatricen for et netværk, hvori punkterne 

reprmsenterer de forskellige konti (primære inputs, erhverv 

og endelig anvendelse) , og pilen (i,j) repræsenterer en 

leverance fra konto i til konto j. Fra et netværksteoretisk 

synspunkt lider transaktionsmatricen C imidlertid af den 

svaghed, at punkterne ikke er nummereret ens lodret og van- 

dret: Den lodrette rækkefOlge er (erhverv, primære inputs) , 

og den vandrette rækkefolge er (erhverv, endelig anvendel- 

se). Den rigtige fremgangsmAde er imidlertid at definere en 

entydig rækkefOlge, fx (primære inputs, erhverv, endelig 

anvendelse), der anvendes bade pá rækker og s0jler. Dette 

kræver, at vi udvider systemmatricen med et antal nulmatri- 

cer, sádan at vi fár den samlede i-o systemmatrix 

0 Y Y 
(5.2) T = 0 A EL , 

0 0 0 

der uden forbehold kan opfattes som vægtmatricen for et 

netværk.1) Det ses, at sojlerne for primære inputs er nul, 

og at rækkerne for endelig anvendelse er nul, idet disse 

konti er hhv kilder og terminaler for netværket. Mengden af 

primære inputs udgor netvmrets basis, og de endelige anven- 

delser udgor omvendt netvmrkets kontrabasis, mens erhvervene 

er indre punkter. 

1. Det er nappe et tilfælde, at matricerne netop er opstil- 
let som i (5.2) i Leontief's originale arbejder 

I 

( 

11 
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Da debet- og kreditsiden af hver konto definitorisk skai 

balancere, noterer vi yderligere, at input-output tabellen 

repræsenterer et Abent stromningsnetværk. Indstromningen i 

netværket sker i punkterne for primære inputs, og indstrOm- 

ningsvektoren er givet ved 

(5.3) ti = (y,o,o) ((n-1)x1), 

(idet punkt nr n er netværkets (endnu ikke oprettede) "om- 

verden"), mens udstromningen fra netvaerket sker i punkterne 

for endelige anvendelser og er givet ved 

(5.4) tu = (o,o,f) ((n-1)x1). 

Nettoindstromningerne fra omverdenen ti -tu er sáledes y for 

de primære inputs, 0 for erhvervene og -f for de endelige 

anvendelser (se evt figur 3.1). 

Bevaringsloven eller regnskabsidentiteten siger da, at 

for enhver konto skai raekkesummen i T- matricen plus udstrOm- 

ningen tu være lig med sOjlesummen i T plus indstromningen 

ti . 

(5.5) T i + tu = Tti + ti =. t 

Vektoren t kaldes gennemstromningsvektoren, idet dens j'te 

element indeholder strommen igennem konto nr. j. Den er 

givet ved 

(5.6) t = (y,g,f) 

Pá grund af bevaringsloven (5.5) má netværkets indstrOm- 

ning være lig med dets udstromning, dvs 

(5.7) v = itu = iti 
= 1 f = 1 y 

Denne identitet er velkendt, idet v er det reale bruttona- 

tionalprodukt (BNP).2) Ligning (5.7) er da en formulering af 

den gamie sætning om, at BNP (opgjort fra udgiftssiden) er 

2. Vi ser for nemheds skyld bort fra import og afgifter her 
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lig med bruttofaktorindkomsten BFI (opgjort fra indtmgtssi- 

den). 

Vi skai senere se, at det kan vmre en fordel at lukke 

netvmrket. Dette sker ved, at vi opretter et universelt 

punkt, "omverdenen ", der modtager de endelige anvendelser og 

leverer de primære inputs, jf figur 3.1.3) Den lukkede sy- 

stemmatrix kan opskrives 

(5.8) T = 

0 

0 

Ot 
y 

Y 

A 
0 

o 

Yf 
E 
0 

o 

o 

o 

f 

o 

smlgn (5.2), og den har den udvidede gennemstromningsvektor 

_ (y,g,f,v) (nx1). 

Det ses, at BNP nu optræder som strommen igennem 

"omverdenen"s konto. Bevaringsloven siger nu blot, at raek- 

kesummen i T 
* 

skal vmre lig med sOjlesummen 

(5.10) T*ti = T*i = t 
* 

Vi husker fra kapitel 3, at den lukkede netvmrksmatrix (5.8) 

kan skrives ved hjælp of de fundamentale strukturmatricer 

(5.11) T* = 5uq0i 

hvor q er en cirkulationsvektor for netvmrket, dvs en vektor 

af kantdimension, hvis elementer er en nummereret "stykli- 
* * 

ste" af de elementer tij fra T , der er forskellige fra 

nul. Med andre ord er qh=tij, hvis kant nr h eksisterer og 

gár fra punkt i til punkt j. Matricerne 0 og G. er hhv. den 

udvidede ud- og indmatrix for netvmrket (5.8).0 Matricernes 

kantdimensioh skai selvfolgelig vmre nummereret pá samme 

máde som elementerne i q-vektoren, og vi skai vælge at in- 

deksere pilene fra "omverdenen" fOrst og pilene til "omver- 

3. Vi kan heuristisk, men ikke særlig præcist, opfatte om- 
verdenen som husholdningerne, der modtager færdigvarer og 
leverer arbejdskraft 

4. Vi husker fra kapitel 2, at U og U. er (punktxkant) 
summationsmatricer, der for hVert punkt summerer vægtene 
for de pile, som gár hhv. ud fra og ind.i punktet 

, 

(5.9) t* 

1 



98 

denen" sidst, sudan at 

(5.12) q = (y,x,f) (ax1 ), 

hvor y er de primmre inputs, f er de endelige anvendelser, 

og x er netværkets (indre) strmmning (dvs ikke-nul elemen- 

terne fra den Lime netvaerksmatrix T i (5.2) ). 

Vi skai i det folgende opfatte cirkulationen q som den 

variable i vores netværk, mens strukturmatricerne opfattes 

som parametre, der fastlagger leverancernes kvalitative 

struktur. Vi kan tmnke denne struktur som de "forbundne 

kanaler", levera.ncestrommene flyder i, og den er selvfelge- 

lig identisk med netværkets orienterede graf, der er enty- 

digt fastlagt ved Gu og Gi. Sondringen mellem modellens 

(variable) kvantitative egenskaber og dens (konstante) 

strukturelle egenskaber er ikke almindelig inden for input- 

output litteraturen.5) Derimod er den en hj0rnesten i de 

beslFgtede modeller for stromninger i netvmrk og elektriske 

network. Vi skai derfor bruge en del krmfter pg. at opstille 

input-output modellen i disse to modeltypers referenceram- 

mer. 

5.2. Input- output modellen som en netvrksmodel 

5.2.1. En omformulering af standardmodellen 

Den normale input- output mmngdemodel opst.r, TILT* vi for - 

soger at forudsige strommene i den dbne netvmrksmatrix T ud 

fra eksogene krav til udstromningsvektoren tu (ofte er det 

isar de afledede krav til indstromningen ti, der onskes 

bestemt). Dette gores ud fra en antagelse om, at alle strom- 

me ind i et vilk,rligt knudepunkt er proportionale. Antagel- 

sen kan formaliseres til, at koefficientmatricen 

(5.13) fi = To(t0)-1 

5. I den danske makroekonomiske model ADAM er sondringen dog 
gennemfort og af stor praktisk betydning. 

p& 
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er uafhmngig of gennemstromningsvektoren t (T0 er input -out- 

put tabellen i en historisk udgangssituation). 

Vi kan nu bestemme alternative vmrdier of gennemstromnin- 

gen ved at indsaette antagelsen (5.13) i bevaringsloven 

(5.5): 

(5.14) t = T i + tu 

= Tti + tu 

der normalt kan loses til 

(5.15) t = (I- T) 
-1tu 

Den inverterede matrix er givet ved 

(5.16) (I-T)-1 = 

I 

o 

0 

Y(I-A)-1 

(I-A)-1 

0 

Y(i-A)-1 E+Y 

(I-A)-1E 

I 

Det ses, at formuleringen (5.13) er en meget kompakt máde at 

angive samtlige mmngdesammenhmnge i systemet p$, smlgn ka- 

pitel 1, afsnit 3 og 4. Tilsvarende fár vi den kompakte 

prismodel ved dualisering: 

(5.17) Pt = Pi(I-T)-1 

hvor pi er en vektor (py,0,0) of eksogene priser pA primmre 

inputs, og p er prisvektoren pA punkternes gennemstromning 

t. Ved den kompakte formulering (5.16) og (5.17) opnár vi 

den fordel, at vi ikke behover at tage stilling til, hvilken 

of de konkrete typer input- output modeller, formlerne gmlder 

(erhvervsfordelt anvendelse kontra komponentfordelt anven- 

delse etc.).- Vi loser blot systemet for den samlede 

T- matrix, og vi kan sá efter behov fylde T- matricen ud med 

de konkret valgte primmre inputs, erhvery og endelige anven- 

delser. 

Det er tydeligt, at pris- og mmngdemodellerne (5.15) og 

(5.17) er duale i den forstand, at de udg0r et konsistent, 

sammenhængende modelkompleks. Dette ses ogsâ af, at (5.15) 

I¡ 

I 
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og (5.17) tilsammen sikrer, at 

(5.18) pit = pi(I- T) -1tu pttu 
/ 

dvs at vmrdien af indstromningen (bruttofaktorindkomsten) er 

lig med vmrdien af udstrOmningen (bruttonationalproduktet). 

Det kan da ogsa let vises, at pris- og mængdemodellen kan 

opfattes som et linemrt programmeringsproblem. Lad os, for 

at indse dette, tage udgangspunkt i det linemre program 

(5.19.a) 

(5.19.b) 

(5.19.c) 

Minimer 

pit 

under bibetingelserne 

(I -T)t = to 

og 

q fri 

En optimal gennemstromningsvektor vil altsá i folge (5.19) 

minimere omkostningerne til primmre inputs , givet at efter- 

spOrgselen tu skai opfyldes. Problemet (5.19) er ganske vist 

lidt trivielt, idet matricen (I -T) normalt har fuld rang, 

s$dan at der kun er en mulig iosning for t. Dette har fáet 

fx Dorfman m.fl.(1958) til at slmkke lighedstegnet i 

(5.19.b) til et "stOrre end" ud fra den betragtning, at et 

erhvery godt kan tmnkes at bruge fiere ressourcer end nod - 

vendigt. Af grunde, som vi senere skai vende tilbage til, 

indebmrer dette imidlertid, at vi má antage priser og maeng- 

der storre end nul. Da de fmrreste empiriske input output 

tabeller opfylder disse krav - og af nemhedsgrunde - skal vi 

her fastholde det skarpe lighedstegn.6) 

For at lose (5.19) danner vi Lagrangefunktionen 

(5.20) L(t,p) = Pit - pt( (I- T)t -tu) , 

hvor p er en vektor af Lagrangemultiplikatorer (jf appendix 

1). I optimum er gradienten af Lagrangefunktionen nul, dvs 

at 

6. Beutel(1983) slækker lighedstegnet til et "mindre end" og 
opfatter problemet som et maksimumproblem. Selv om dette 
giver samme numeriske losninger, er fremgangsmáden be- 
grebsmaessigt fejlagtig. 

= 



(5.21) 

og 

(5.22) 

dL/dt = pi - pt(I-T) = 0 

dL/dp = tu - (I-T)t = 0 . 
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Lagrangeligningerne (5.21) og (5.22) er netop identiske med 

standard pris- og mængdemodellerne (5.15) og (5.17). Bemark, 

at vi alternativt kan opfatte priserne p som egentlige 

variable og gennemstromningerne t som Lagrangemultiplika- 

torer, sádan at Lagrangeligningerne opfattes som frembragt 

af det duale lineare program 

(5.23.a) 

(5.23.b) 

(5.23.c) 

Maksimer 

pttu 
under bibetingelserne 

pt(I-T) = pi 

og 

p fri 

Input- output modellerne er altsá ogsa akvivalente med det 

lineare programmeringsproblem: Maksimer vmrdien af udstrom- 

ningen (bruttonationalproduktet) for givne enhedspriser pá 

primare inputs. Identiteten (5.18) af BNP og BFI kan suedes 

ses som en konsekvens af dualitetssatningen for linear pro - 

grammering. 

Da input- output tabellen reprasenterede et stromnings- 

netvark, og da input- output modellerne kan opfattes som et 

dualt par af lineare programmeringsproblemer, ligger det 

snublende nmr at undersoge, om ikke der er tale om et par af 

"min cost" cirkulationsproblemer, jf kapitel 3. Men hvor i 

hvert fald den primale variabel plejer at vare kanttilknyt- 

tet i cirkulationsproblemer, er den her knudepunktstilknyt - 

tet. Vi skai senere se, at dette forhold ikke er strukturelt 

betinget, men at det derimod er en konsekvens af "adfards- 

ligningernes" konkrete udseende, og vi skal derefter vise, 

hvordan input- output modellen faktisk er et "min cost" cir- 

kulationsproblem. Inden vi tager fat pá dette skal vi dog 

stille nogle sporgsmalstegn ved dele áf den traditionelle 

input- output tankegang. 

. 
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5.2.2. Ekvivalente formuleringer -en digression* 

I dette afsnit skai vi anskueliggore sammenhængen mellem 

dualitet i programmeringsproblemer og begrebet "retningsbe- 

stemt dualitet", som vi introducerede i kapitel 2. Samtidig 

skai vi udlede nogle alternative formuleringer af input -out- 

put modeller, som máske ikke har nogen soerlig abstrakt in- 

teresse, men som vil virke overraskende pá erfarne input - 

output brugere. Andre læsere kan roligt springe dette afsnit 

over. 

Den normale input- output mængdemodel bestemmer gennem- 

stromningen t som en liner afbildning af udstromningen tu 
ud fra en antagelse om faste inputkoefficienter, jf (5.13). 

Denne model er imidlertid ikke den eneste multiplikative 

model, vi kan lave for modellens stromme. Vi husker fra 

kapitel 2, at enhver orienteret graf D har en retningsdual 

modpart, den omvendte graf D', som kan findes ved, at enhver 

pil (i,j) i grafen erstattes af en pil (j,i). Nabomatricen 

for den omvendte graf, N(D'), var folgelig lig med den 

transponerede af nabomatricen N(D) for den oprindelige graf. 

Den omvendte model of standard- mmngdemodellen ovenfor be- 

stemmer gennemstromningen - og dermed netværkets udstromning 

tu - som en linear afbildning af indstromningen ti ud fra en 

antagelse om faste outputkoefficienter. Formelt kan vi ud- 

lede den omvendte model ved at danne outputkoefficient - 

matricen 

(5.24) T = (£)-1T o 

som antages uafhængig af t. I T er det sAledes rmkkesummerne 

- ikke sojlesummerne - der normeres til 1. Analogt med ud- 

ledningen af (5.15) fás den reducerede omvendte model 

(5.25) tt = 

De to retningsduale modeller, som vi passende kan kalde 

inputmodellen og outputmodellen, er alternative máder at 

udnytte informationen i systemmatricen T pá. Begge modeller 

er abstrakt set lige gode. Men det er tilsyneladende kun 

inputmodellen, der kan gives en Okonomisk- teoretisk fortolk- 

ti(I-T)-1 



103 

ning, idet konstansen af inputkoefficienterne kan begrundes 

produktionsteoretisk. 

Det viser sig imidlertid, at den omvendte model kan for - 

muleres alene ud fra inputmodellens parametre. Det skyldes 

folgende mkvivalens: 

(5.26) (£0)-1(I-T)-1 = ((I-T)(£o))-1 

_ ( to - To )-1 

= ( £0(I-T) )-1 

Hvis vi derfor multiplicerer grundligningen for den omvendte 

model (5.25) fra hojre med (£0)-1, svarende til at vi defi- 

nerer t som et indeks i forhold til udgangssituationen, fás 

(5.27) (tt£o1) = ti(I-T)-1£o1 

_ (ti£o1)(I -T)'1 

Dette er en mkvivalent formulering af outputmodellen - til- 

syneladende under forudsaetning af konstante inputkoefficien - 

ter. Formuleringen reddes i land ved, at vektorerne t og ti 

omdefineres til at voere indeks i forhold til udgangssitua- 

tionen. Dette rokker dog ikke ved det faktum, at den omvend- 

te model forudsaetter "konstante outputkoefficienter ". Begge 

modeller - s$vel inputmodellen som outputmodellen - kan 

formuleres ud fra s$vel inputkoefficienterne som outputkoef- 

ficienterne. Vi kan ogsá helt undlade at danne koefficient- 

matricer, idet vi kan benytte den inverterede niveaumatrix 

(£0 -T0) -1 direkte. I sá fald skai hhv. udstromningen og 
indstromningen specificeres i niveau (Leontief- enheder), og 

modellen vil i begge tilfaelde aflevere et indeks for gennem- 

stromningen (med basisárets t- vektor lig enhedsvektoren). 

Denne formulering uden koefficienter er maske abstrakt set 

at foretrmkke, fordi den er den mest symmetriske. Det er 

folgelig uprmcist at tale om en antagelse om " faste input - 

koefficienter", idet vi fx. udmmrket kan formulere den saed- 

_ (I-T)-1(£0)-1 
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vanlige inputmodel udelukkende ved hjælp af "outputkoeffi- 

cienterne". 

Hidtil har vi betragtet input- og outputmodellen som 

alternative stromnings- dvs mængdemodeller. Men lmseren vil 

formentlig allerede have bemaerket, at den omvendte model IA 

indeksform er identisk med den smdvanlige input- output pris - 

model. Vi konkluderer, at prismodellen er den retningsbe- 

stemte dual til mængdemodellen, og at prismodellen forudsmt- 

ter konstant outputstruktur, mens mængdemodellen forudsmtter 

konstant inputstruktur.7) Dette har den interessante konse- 

kvens, at det duale par af lineære programmer (5.19) og 

(5.23) umiddelbart kan opfattes som retningsbestemte dualer 

af hinanden. 

5.2.3. Antallet af ligninger i i-o modellen 

Et andet sporgsmal, der er værd at tænke noermere over, er 

antallet of ligninger i modellen. Hvor mange ligninger er 

der i en input- output model? Mange erfarne input- output 

brugere vil svare, at i en normal mmngdemodel er der n 

variable - en for hvert knudepunkt - hvoraf de of endelige 

anvendelser er eksogene, mens resten bestemmes i modellen. 

Folgelig er der (n -nf) ligninger i alt. 

Denne betragtning er for sá vidt korrekt, idet brugerens 

ligningssystem (5.15) notorisk kun har disse (n -nf) endogene 

variable. Men dybest set er betragtningen alligevel forkert, 

fordi ligningssystemet (5.15) er en reduceret form af et 

langt storre system - nemlig (5.13), der indeholder en ad- 

færdsrelation for hver (eksisterende) leverance qh =tij, dvs 

i alt a adfærdsrelationer (en for hver kant i det ábne 

netvmrk). Hertil kommer de n tvangsbindinger (5.5). 

Nár input- output modellen tilsyneladende kun har (n -nf) 

endogene variable i (5.15), er det fordi systemet kan loses 

7. I litteraturen om input- output modeller forekommer ek- 
sempler pá blandede modeller, dvs at mængden of konti 
deles i to: En delmmngde med konstant outputstruktur og 
en komplementoer delmængde med konstant inputstruktur. Et 
typisk eksempel er input- output tabeller konstrueret ud 
fra vareteknologi -antagelsen. Man bor dog ikke blande 
sine antagelser uden videre, da der let kan opstá inkon- 
sistenser. 
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rekursivt. Nar forst punktgennemstromningerne t er fundet 

ved inversion af koefficientmatricen i (5.15), kan kant- 

strommene qh =tij findes ved simpel substitution i ligningen 

tij= Eijtj. Beregningen af enkeltleverancerne qh er altsa sa 

simpel, at de fmrreste tanker over, at den er en integreret 

del of modellen. Ydermere er det for mange brugere hovedsa- 

gelig gennemstromningerne t, der har interesse, sádan at 

leverancerne q aldrig bliver beregnet eksplicit. Ikke desto 

mindre er og bliver der en antagelse - der skai holde - for 

hver af de a enkeltleverancer. Enhver, der har provet at 

analysere input- output modellers forudsigelsesfejl, kender 

dette problem.8) I modsatning til de n tvangsbindinger (5.5) 

vil adfardsrelationer som (5.13) nemlig aldrig holde pra- 

cist, men kun med en vis grad af tolerance, som i praksis 

kan vare uacceptabel. Vi skal derfor i naste afsnit vise, 

hvordan input- output modellen eksplicit kan opstilles med 

kanttilknyttede grundvariable. En sádan kanttilknyttet op- 

stilling har aldrig varet foretaget for, pa trods af at 

dette rimeligvis er den eneste made, man kan udvikle egent- 

lige fejlanalyser af input- output modeller pa. Af samme 

grund er dette emne da ogsa temmelig forsomt i den eksi- 

sterende litteratur. 

5.2.4. En kanttilknyttet input- output model 

Vi sa i afsnit 4.1, hvordan den lukkede input-output 
* 

netvarksmatrix T kunne skrives som et produkt af cirkula- 

tionsvektoren q og de to summationsmatricer for netvarket Gu 

og U. Netvarkets underliggende graf er entydigt fastlagt 

ved den udvidede incidensmatrix. 

(5.28) A _ 
au 

- 
(nxa) . 

Vi erindrer fra kapitel 2, at A- matricen ikke har fuld rang, 

da dens sojlesummer er nul. Derfor voelger vi det tilfojede 

punkt "omverdenen" som reference for netvarket, sádan at vi 

8. I det danske modelarbejde med ADAM er det isar i forbin- 
delse med bestemmelsen af importkvoter og priser, at 
dette Medusahoved stikker frem. 

I. 
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sletter dets rmkke i summationsmatricerne. Dette giver de 

reducerede strukturmatricer 

(5.29) A = G - G. ((n- 1)xa), 

hvor A har fuld rang (sáfremt netværket er sammenhangende). 

Det kan let vises, at den Abne netværksmatrix T fra (5.2) 

kan skrives ved hjmlp af de reducerede matricer: 

(5.30) T = GugGi 

smlgn (5.2), (5.8) og (5.11).9) 

Ved at lukke input- output netværket har vi opnAet, at 

det, der for var eksterne ind- og udstromninger for netvmr- 

kets punkter (hhv. inputs y og anvendelser f), nu optræder 

som kantstromme i q- vektorens "indmad ", jf (5.12). Balan- 

cerestriktionerne for hver konto er nu ganske simple, nemlig 

at summen af kantstromme ind i hvert punkt skal vare lig med 

summen af kantstromme ud af hvert punkt. Den falles sum er 

punktgennemstromningen t: 

t = Guq = Giq , hvoraf 

Aq = 0 , if (5.29). 

Denne restriktion er velkendt fra kapitel 3, idet (5.32) jo 

er standardformen for de primale tvangsbindinger i et cir- 

kulationsnetvark.10) 

Ovenfor repræsenterede vi de eksogene udstromninger i 

netvmrkets punkter ved vektoren tu = (0,0,f), jf. (5.4). I 

det lukkede cirkulationsnetvmrk optræder udstromningerne i 

stedet som kantstromme, nemlig i de pile, der peger ind i 

referencepunktet. De eksogene stromme kan saledes nu repra- 

senteres ved kantvektoren 

(5.33) qu = (0,0,f) (ax1),11) 

9. Forskellen pá den lukkede og den Abne netværksmatrix er 
jo netop "omverdenens" sojle og rmkke 

10. Det kan let vises, at (5.31) medforer sumrestriktionen 
(5.5), jf kapitel 3, note 4. 

11. Se illustrationen i figur 3.1 

, 

(5.31) 

(5.32) 
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hvor partitioneringen er den samme som i cirkulationsvek- 

toren q (jf. (5.12)). Det kan vises, at sammenhængen mellem 

de eksogene kantstrOmme og de mkvivalente eksogene punktud- 

stromninger er 

(5.34) tu = Aqu ,12) 

(incidensmatricen A bruges i dette tilfmlde udelukkende til 

at andre den topologiske tilknytning af eksogene stromme fra 

kanter til punkter. Vi skai snart se fiere eksempler pá 

dette fmnomen). 

De resterende, endogene kantstromme (q -qu) er en smule 

sværere at opstille grundligningerne for. Vi husker, at fx 

det h'te element i q- vektoren er en leverance fra fx konto i 

til konto j. Denne leverance bestemmes, hvis den ikke er 

eksogen, af 

(5.35) qh = tij = Whtj 

hvor Wh=Eij er leverancens "inputkoefficient", og tj er 

gennemstromningen i konto j. Pá matrixform kan (5.35) skri- 

ves 

(5.36) (q - qu) = wGit 

= Wigt 

hvor w er en kanttilknyttet vektor af inputkoefficienter, t 

er gennemstromningsvektoren, og indmatricen Gi sikrer, at 

det rigtige element i t-vektoren "spredes ud" til hver en- 

kelt kant (indmatricen indeholder jo netop i hver sOjle et 

ettal for det punkt, den págmldende pii gár ind i). Matricen 

Wiq=wGi er fordelingsmatricen, svarende til summationen 

to=Gigo, hvor qo er cirkulationen i basisáret, jf (5.13),13) 

12. Da alle eksogene kantstromme gár ind i referencepunktet, 
hvis rmkke i strukturmatricerne er slettet, er G.q =0. 
Ydermere er G q =t =(0,0,f), da der ved netværkesuluk- 
ning blev tilOetunetop en pii pr. punktudstromning, 
jf. figur 3.1. 

13. I celle (h,j) indeholder fordelingsmatricen w , hvis pii 
nr. h gár ind i punkt j, nul ellers. Se i ovrigt gennem- 
gangen af fordelingsmatricer i appendix 2. 
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Da vi ikke i denne rapport vil stode pá andre fordelings- 

matricer end Wiq, skai vi i det folgende blot skrive W, idet 

indeks iq undertrykkes. 

Sammen med de (n -1) strukturrestriktioner (5.32) bestem- 

mer (5.36) entydigt alle strOmme i input- output netværket. 

Vi skai eftervise dette ved at udlede den traditionelle 

mmngdemodel of de to ligningsssæt. Dette er sire enkelt, 

idet vi blot skai omregne (5.36) til knudepunktsform ved at 

prmmultiplicere med A- matricen. Dette giver, ved hjmlp of 

(5.31,32 og 34): 

(5.37) -AWt = to 

som sammenholdt med (5.15) giver 

(5.38) -AW = (I -T) 

Punktgennemstromningerne t kan altsá findes entydigt pá 

normal vis ved inversion af (5.37), hvorefter kantstrommene 

(leverancerne) i q- vektoren kan fendes ved simpel substitu- 

tion i (5.36): 

(5.39) q = Wt + qu 

Dette er netop en formalisering of den rekursive procedure, 

vi skitserede i punkt 3. 

Vi har altsá umiddelbart opn$et to resultater of vores 

omformulering. For det forste har vi fáet en formel for de 

"manglende" input- output ligninger fra forrige punkt. For 

det andet har vi fáet en grafteoretisk fortolkning af den 

traditionelle systemmatrix (I- T).14) 

Vi skai umiddelbart se et tredie resultat, der ikke er sá 

umiddelbart indlysende. Vi finder nemlig det gamie linemre 

program (5.19) frem af molposen og erstatter de mangelfulde 

bibetingelser (5.19.b) med tvangsbindingerne (5.31) og ad- 

færdsrelationerne (5.39). Resultatet er det duale programpar 

14. I appendix 2 er vist, hvordan udtrykket (5.39) kan for - 
tolkes som et særligt tilfælde af begrebet en "omforde- 
ling" af t- vektoren. 



Minimer Maksimer 

(5.40.a) pit vtqu 

under 'under 

(5.40.b) Aq = 0 -ptA + vt = 0 

(5.40.c) q - Wt = qu -vtW = pi 

(5.40.d) q fri p,v frie 
15) 
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Nu begynder det at ligne noget, vi kender. NOglevariablen 

i det duale problem er ikke længere priserne p, men derimod 

værditilvmksterne vii= pj -pi, jf kapitel 3, afsnit 3. Der er 

ingen tvivl om, at prismodellen stadig er den samme, for vi 

kan blot indsmtte den duale tvangsbinding ptA =vt i dualbe- 

tingelsen (5.40.c), sá har vi den normale prismodel (vi 

husker, at (I- T) = -AW). 

Problemparret (5.40) er det letteste at arbejde med i 

noesten alle henseender. Det indeholder ikke fiere ligninger 

end de traditionelle modeller, men i modsmtning til disse 

indeholder (5.40) en klar sondring mellem adfmrdsligningerne 

(c) og tvangsbindingerne (identiteterne) (b). Vi skai vende 

tilbage til formuleringen (5.40) i kapitel 7. 

I stedet for fortsat at regne os tilbage til den tradi- 

tionelle model skai vi imidlertid udnytte den nye formu- 

lering (5.40) til at bevmge os endnu længere vmk fra normal 

input- output tankegang. Vi skai nemlig helt eliminere de 

punkttilknyttede variable t og p fra problemparret for at 

bevise, at input- output modellerne er et dualt par af "min 

cost" cost cirkulationsproblemer af nojagtig samme type, som 

vi behandlede sA grundigt i kapitel 3. 

5.3. Input- output og "min cost" cirkulationer 

De formuleringer af input- output modellen, som vi hidtil 

har set, har alle haft den punkttilknyttede gennemstrom- 

ningsvektor t som primal variabel. Vi skal i dette afsnit 

se, hvordan modellen kan omformuleres, sâdan at vi udeluk- 

kende anvender den kanttilknyttede cirkulationsvektor q som 

15. Vi har lavet et lille trick af notationsmæssige hensyn, 
idet vi har vendt fortegnet pA p-variablen (svarende til 
at multiplicere primalen (5.40.b) med -1). Da p er fri 
og ikke indgAr i málfunktionen, er dette uden betydning. 



110 

primal variabel. Kun sádan kan vi nemlig bringe input- output 

modellen pá en form, der kan jmvnfores med andre netværks- 

modeller. 

Vi skai se, at dette hamskifte ikke er sá let at gennem- 

fore, som man máske umiddelbart kunne forvente. For at kunne 

binde de to formuleringer sammen má vi nemlig danne et ud- 

træ for systemets graf med rod i det universelle reference - 

punkt. Seiv om omformuleringen af input- output modellen 

sáledes i forste omgang kan se ud til at gore alting besvrnr- 

ligere end det er, giver den et dybt indblik i problemets 

struktur, som vi senere skai drage fordel af. 

5.3.1. De kanoniske adfmrdsligninger 

Den tilsyneladende letteste máde at eliminere t- variablen 

pá er at udnytte (5.31), sádan at (5.36) kan omformuleres 

til 

(5.41) q - qu = WGiq 

som reduceres til 

(5.42) (I - WGi)q = qu 

Dette er imidlertid ikke sá smart, fordi koefficient- matri- 

cen i (5.42) ikke er regular, idet den er af dimension 

(axa), men kun af rang m =a -n +1.16) De (n -1) af de primale 

restriktioner (5.42) er derfor overflodige, dvs at de auto - 

matisk er opfyldt, nár de m ovrige adfærdsligninger er over - 

holdt. Foenomenet skyldes, at inputkoefficienterne for hver 

konto summer til 1, dvs at ligningen for netop en af strOm- 

mene ind i hver konto i systemet kan afledes af de ovrige 

ligninger. Hvis vi fjerner en sádan ligning for hver af de 

(n -1) egentlige konti i systemet, fás et uafhrnngigt sat af m 

adfærdsligninger. 

Da vi altsá alligevel ikke kan undgá at tage stilling 

til, hvilke adfærdsligninger, der er overflodige, skal vi 

bide i det sure able og eliminere t pá en anden máde (der 

dog viser sig reelt at were den samme). Lad os starte med et 

16. Se afsnittet om proportionalitetsbetingelsen i appendix 
2 
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lille eksempel. Vi har et erhverv med tre inputs 

q= (g1,g2,g3), 
vi kan fx smtte dem til (10,20,30). Folgelig 

har erhvervet produktionen t =60. De tekniske koefficienter 

er w= (w1,w2,w3), og vi finder ved at dividere q- vektoren med 

t koefficienterne til at vmre (1/6,1/3,1/2). De nodvendige 

inputs for produktionsniveauet t er 

(5.43) q = (1/6,1/3,1/2)t 

Hvordan kan vi formulere denne sammenhaeng uden at bruge 

produktionen t som hjmlpevariabel? Jo, lad os udnmvne et af 

de tre inputs, fx q2, til reprosentant for produktionen. Vi 

har, at 

(5.44) q2 = w2t , der inverteres til 

(5.45) t = q2/w2 = 3q2 

Ved at indsmtte (5.45) i (5.43) far vi den alternative for - 

mulering 

(5.46) q = (1/6,1/3,1/2)q2/w2 

_ (1/2,1,3/2)q2 

Nok om vores lille eksempel. Vi behWver faktisk ikke mere. 

Vi valger nu for hvert punkt i netvarket, undtagen re- 

ferencepunktet, en reprasentant blandt de pile, der peger 

ind i punktet. Hvis vi valger reprasentanterne sádan, at 

delgrafen bestäende af punkter og reprasentanter er sammen- 

hangende, vil denne delgraf vare et ud-tra for input-output 

systemets underliggende graf med rod i det universelle re- 

ferencepunkt. Vi skai senere se, at et sädant valg er hen- 

sigtsmassigt.l) 

Vi kan nu sortere og opdele cirkulationen q og inputkoef- 

ficienterne w i traet og co-traet, sä q=(gs,gc) og 
w=(ws,wc). Vi har da 

(5.47) qs = 
s 
t , der invert 'eres til 

1. Vì husker fra kapitel 2, at et ud -tra er en sammenhangen- 
de graf, hvis punkter alle har indgangsvalensen 1, pänar 
rcdpunktet, der har indgangsvalensen O. 
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(5.48) t = wslgs , smlgn (5.44 og 45). 
18) 

Strommene i co -tretet kan bestemmes af vores grundligninger 

(5.39), idet vi simpelt hen smider ligningerne for trmets 

stromme voek: 

(5.49) qc = 
Wet 

+ quc 

(bemoerk, at qus =0, da ingen af de eksogene kantstromninger 

qu, der er forskellige fra nul, kan indgá tretet, fordi de 

peger ind i referencepunktet og derfor vil slutte en kreds). 

Vi eliminerer nu t- vektoren fra (5.49) ved hjælp af træ- 

strommene qs, jf (5.48), sádan at vi fár de kanoniske ad- 

fmrdsligninger for input- output modellen: 

(5.50) qc W weslqs + quc 

der udgor det Onskede sett af m uafhmngige, adfmrdsligninger. 

5.3.2. Input- output cirkulationsproblemet 

De duale problemer (5.40) kan nu skrives 

(5.51) Minimer Maksimer 

(a) piWslgs vcquc 
under under 

(b) 

As Ac 

gs - 0 As Ac 
[w;1 I g c g pt v-W c 

ws 
1 =il 0) 

Den normale mmngdemodel kan udledes ved almindelige roek- 

keoperationer pi de primale restriktioner i (5.51). Sett fx 

ny rmkke 1 lig med gammel rmkke 1 minus Ac gange rmkke 2. 

Dette giver den nye rmkke 1: 

18. Matr.cen w er lig med træ -delen af fordelingsmatricen 
W =wG.. Træ -delen af indmatricen vil nemlig ware en 
enhedsmatrix, jf appendix 2. Den viste fremgangsmáde 
giver derfor samme resultat som en nmrmere analyse af 
(5.42) ville give. 

- ' 

I 
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qs 

(5.52) (As+AcWewsl 
0) gc - -Acquc 

Hvis vi derefter indsaetter t :asgs, fas den velkendte maeng- 

demodel (5.37).19) 

Tilsvarende kan den normale prismodel udledes ved sojle- 

operationer pa de duale restriktioner i (5.51). Saet fx ny 

sojle 1 lig med gammel sojle 1 plus sojle 2 ganget med 

Wews1. Dette giver den ny sojle 1: 

A +A W 
w-1 

s e e s 

(5.53) (pt vtc) 0 = 
piwsl 

Hvis vi yderligere multiplicerer (5.53) fra hojre med Os, 

fas den normale prismodel. 

Vmrditilvmksterne i traegrenene kan (indes af de duale 

tvangsbindinger vs =ptAs, der kan inverteres til 

(5.54) p = Bsvs 

hvor Bs = (As) -1 er datumvejsmatricen for trmet, se kapitel 

2. Denne ligning kan bruges til at eliminere p- variablen fra 

(5.51), men vi skai gemme denne del of seancen til kapitel 

7. Bemaerk, at referencepunktet pA normal netvmrksteoretisk 

vis er tildelt "prisen" nul. 

Det er saledes lykkedes os at gennemfore en komplet ana- 

lyse of input- output modellen ud fra kanttilknyttede grund- 

variable, nemlig cirkulationen q og vmrditilvmksterne v mod 

de smdvanlige punkttilknyttede variable t og p. Redskabet 

for denne forvandling var et ud -trac for netvmrkets graf med 

rod i referencepunktet. Vi var dog nodt til at indfore 

punkttilknyttede "Lagrange- multiplikatorer" - i form of 

prisvektoren p - for at kunne lose modellen. Vi har s$ledes 

ikke taget den fulde konsekvens of resultatet, idet vi ikke 

helt har udeladt de punkttilknyttede variable of analysen. 

Dette skai vi vende tilbage til i kapitel 7, men forst skai 

vi se, hvordan den elektrotekniske netvaerkstradition kan 

give os et fast grundlag for dette forehavende. 

19. Da qus =0 er Acque =Aqu 

9 

l 
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6. DEN ELEKTROTEKNISKE NETVERKSTRADITION 

I dette kapitel skai vi introducere den netværksteoreti- 

ske tradition, der knytter sig til bestemmelsen af stromme 

og spændingsfald i elektriske netværk. Anvendelsen af orien- 

terede grafer som redskab i dette arbejde er ganske veletab- 

leret, idet det normalt tilskrives Kirchhoff(1847) at have 

pioneret pá feltet.l) Vores interesse for elektrisk 

netværksteori skyldes den kendsgerning, at ethvert elektrisk 

netværksproblem kan opfattes og loses som et programmerings- 

problem, og omvendt kan ethvert programmeringsproblem for - 

mentlig fortolkes som et elektrisk netværksproblem, jf. 

Dennis(1959). Nu kan man jo sporge sig sels, om det ogsá er 

nodvendigt at sette sig ind i elektroteknisk tankegang, nár 

vi i forvejen har kempet os igennem det temmelig vanskelige 

kapitel 3 om netverksprogrammering, og de to metoder er 

mkvivalente. Svaret er, at der inden for elektroteknisk 

tradition er udviklet serligt enkle metoder til losning af 

nogle specielle, men hyppigt forekommende netværksproblemer. 

Den elektriske netværksteori er en gammel og gennemprovet 

teoribygning, og den er let at sette sig ind i, selv om den 

kan opfattes som en generalisation af "network flow" pro - 

blemerne fra kapitel 3. Vi skai gennemgá fire alternative 

máder at opstille og lose de elektriske netvmrksligninger 

pá, og vi skai i kapitel 7 vise, at de alle kan benyttes pá 

input- output modeller. 

6.1. Det elektriske netværksproblem 

Et elektrisk netværksproblem vil typisk vere 

Givet 

(a) En stykliste af elektriske komponenter, 1..a, 

1. De primale og duale tvangsbindinger betegnes Kirchhoffs 
love i elektroteknisk litteratur 
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(b) en bestemt made at koble komponenterne 

sammen pa, 

bestem da fordelingen af strOmme (q) og spændingsfald 

(v) pa de enkelte komponenter i netværket. 

En elektrisk komponent kan reprmsenteres matematisk ved 

en karakteristik, der angiver spmndingsfaldet over elementet 

som en funktion of strommen igennem det. 

(6.1) vi = vi(gi) , i = 1,..,a . 

Vi skai i dette kapitel antage, at karakteristikken er 

strengt monoton, sadan at der er tale om en 1 -1 korrespon- 

dence - en primal -dual kobling. Hvis et element har en 

karakteristik, der g$r igennem origo, kaldes elementet pas - 

sivt, i modsat fald kaldes det aktivt, dvs at det indeholder 

en energikilde. Vi skai kort gennemga behandlingen of ener- 

gikilder i elektriske netværksmodeller. 

6.1.1. Energikilder i elektriske netverk 

Der skelnes normalt mellem to typer af energikilder i 

elektriske netvmrk, nemlig "ideelle stromkilder", der har en 

lodret karakteristik, og "ideelle spændingskilder", der har 

en vandret karakteristik. Vi skai i overensstemmelse med 

notationen i kapitel 3 betegne stromkilder med bogstavet 1, 

og spændingskilder med bogstavet c. 

En mulig made at behandle disse "ideelle" energikilder pa 

er at opfatte dem som selvstmndige komponenter, dvs som 

elementer i netværkets stykliste. Denne fremgangsmade krrn- 

ver imidlertid en lidt anden teoribygning end den, vi hidtil 

har benyttet, idet vi i sá fald bliver nodt til at tillade 

multiple kanter i netvmrket (dvs at der kan ga mere end 1 

pil fra et givet punkt i netvmrket til et andet). 

Fremgangsmaden med multiple kanter er nok den mest udbredte 

i elektroteknisk litteratur, og den er fx gennemgaet i Frank 

Nielsen(1981). Vi skai imidlertid anvende samme notation som 

i kapitel 3, dvs at hver kant h =(i,j) opfattes som sammensat 

af bade et passivt element (dvs en adfmrdsligning igennem 
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Figur 6.1. Et aktivt element og dets komponenter 

a) Karakteristik for aktivt element 

C. 13 

q ij 

b) Repræsentation med ideel strOmkilde: 
gij 

qij+ lij 

Passiv del Aktiv del Symbol 

V. 
13 

aktiv 
113 

qij 

qij 

c) Repræsentation med ideel sændingskìlde: vij= vij+ C. 

Passiv del Aktiv del Symbol 

r 

a 
v.. 
13 

qij 

c ij 

vi 
j 

i V. 

f 

P 
qij 

- v.., 13 

r 

to. 

qii 

r 
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origo), en stromkilde lij og en spændingskilde cil. Denne 

representation, i hvilken der hojst tillades en pil fra et 

givet punkt til et andet, men hvor pilen til gengæld opfat- 

tes som sammensat af fiere typer elementer, har en naturlig 

fortolkning i elektriske netvmrk. Dette skyldes, at 

elektriske energikilder (fx batterier) i praksis aldrig vil 

vmre "ideelle ", men at de derimod vil have en mere eller 

mindre skrá karakteristik - en sâkaldt indre impedans. Et 

batteri er sáledes et hándgribeligt fysisk udtryk for et 

sammensat, aktivt netvmrkselement. 

Et aktivt element opfattes normalt som bestáende af en 

passiv del koblet enten i serie med en "ideel" spmndingskil- 

de c eller i parallel med en " ideel" stromkilde 1. I figur 

6.1 er vist et aktivt element samt hvordan det kan spaltes i 

en ideel kilde og en passiv del. Vi skai i dette kapitel 

anvende et lidt mere generel formulering, der tillader bâde 

en stromkilde og en spændingskilde i hvert element, idet vi 

vil omdefinere karakteristikken til 

(6.2) 

hvor 

(6.3) vi = vi - ci 

og 

(6.4) gi = Qi - li 

Med denne formulering kan vi vmlge en af kilderne frit, blot 

den duale kilde vælges sádan, at funktionen v(q) gár igennem 

origo. Formuleringen ovenfor med " ideel" spændingskilde 

svarer sá til at vmlge 1 =0, mens formuleringen med "ideel" 

stromkilde svarer til valget c =0. Franksen(1981) kalder et 

element af typen (6.2) med báde en intern strOmkilde og en 

intern spændingskilde et "Kron'sk element" efter elektroin- 

genioren Gabriel Kron. Det er dog tvivlsomt, om formulerin- 

gen stammer fra Kron, og der er stillet sporgsmálstegn ved 

dens hensigtsmæssighed,2) men under alle omstændigheder er 

det den formulering, der bedst kan jmvnfores med den opera - 

tionsanalytiske tradition fra kapitel Grunden til, at 

kilderne ikke er entydigt bestemte i det elektriske 

netvmrksproblem, er den strengt monotone karakteristik, der 

2. Se fx Bjorke(1981) 

vi = vi(gi) 

3. 
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grpr det muligt at transformere primale kilder til ækvivalen- 

te duale kilder (og omvendt) pá en entydig made. 

6.1.2. Opstilling af netvaerksligningerne 

Styklisten af elementer kan nu repræsenteres ved lig- 

ningssystemet 

(6.5) v = v(g) 

hvor q =q -1 og v =v -c er (ax1)- vektorer af hhv. strum igennem 

og spændingsfald over elementernes (fiktive) passive del, og 

v(0) =0. 

Det elektriske netvmrks struktur repræsenteres ved en 

orienteret graf, der giver anledning til de velkendte 

tvangsbindinger 

(6.6) Aq = 0 ("Kirchhoffs knudepunktslov") 

(6.7) Cv = 0 ("Kirchhoffs maskelov") 

hvor A og C er hhv. incidensmatricen og en kredsmatrix for 

grafen (kredse betegnes ofte "masker" i elektrisk littera- 

tur). Ligningerne (6.5),(6.6) og (6.7) rummer samtlige re- 

striktioner pa netværkets variable q og v. Vi kan derfor 

formulere det elektriske netværksproblem som 

Find q og v, sádan at ligningerne 

(6.8) v = v(g) 

(6.9) Aq = -Al 

(6.10) CV = -Cc 

alle er opfyldt, jf (6.3)-(6.7). 

Vi erindrer, at knudepunktsligningerne (6.9) indebmrer, at 

der eksisterer en entydig vektor af "maskestromme" gm, sa 

(6.11) q - Ctgm = -1 ,jf (3.14.b) og (6.4), 

og kredsligningerne (6.10) indebærer, at der eksisterer en 

entydig vektor af knudepunktspotentialer p, sá 

, 



(6.12) v - Atp = -c , jf (3.19) og (6.3). 
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Ligningssystemet (6.8)- (6.10) kan vises at vare identisk med 

Lagrangeligningerne for det duale problempar 

Primal: Dual: 

Minimer Minimer 

(6.13.a) K(q)= V(q) -ctq K'(v)= Q(v) -14 
under under 

(6.13.b) Aq = -Al Cv = -Cc , 

hvor funktionerne V og Q er defineret ved 

(6.14) grad(V(g)) = dV/dq = v(g) og 

(6.15) grad(Q(v)) = v-1(7) 3) 

Funktionerne K og K' er sákaldte tilstandsfunktioner 

( "state functions ") for netværket. Tilstandsfunktionerne for 

elektriske netvmrk kaldes henholdsvis "content" og "co -con- 

tent". Tilstandsfunktioner er isar et uundværligt redskab i 

forbindelse med analyse af dynamiske modeller, men det vil 

fore uden for vores sigte at redegore for deres anvendelser. 

Den interesserede laser henvises til fx Franksen(1969) eller 

(1981). Vi konkluderer, at stromme og spændingfald i et 

elektrisk netvark vil fordele sig mitten, at netværkets til- 

standsfunktioner minimeres. I Franksen(1981) er redegjort 

for, hvordan dette princip er en variant af et mere generelt 

princip om "virtuelle forskydninger ". 

6.2. Linemre (Ohmske) netvmrk 

Vi skai i det folgende beskæftige os med et specialtil- 
falde af det elektriske netvarksproblem, nemlig det "Ohmske 

netvark", der kun bestár af modstande samt strom- og span- 

3. Det overladen til lmseren at bevise'dette ved at opstille 
og differentiere Lagrangefunktionerne for de to proble- 
mer. Vink: Omformuler restriktionerne, sá kun den ene af 
strukturmatricerne optrader, dvs brug enten (6.11) eller 
(6.12). Lad p vare Lagrangemultiplikatorer i det primale 
problem og lad qm vare multiplikatorer i det duale pro- 
blem. 
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dingskilder. En (Ohmsk) modstand er et elektrisk element, 

hvis karakteristik er en ret linie igennem origo med held- 

ning r. Konstanten r, der altsá angiver forholdet mellem 

spmndingsfaldet over og strommen igennem modstanden, kaldes 

modstandens "impedans". Dens reciprokke verdi r-1 kaldes 

modstandens "admittans". Vi har altsá 

(6.16) vi 
= rigi 

der ogsa betegnes "Ohms lov". En sAdan "Ohmsk modstand" har 

tilstandsfunktionerne, jf (3.37) og (3.38), 

(6.17) K(gi) _ (ri/2)gi K'(vi) = (ri1/2)vi 

Et netverk, der udelukkende bestir af modstande, span - 

dings- og stromkilder, har altsá det karakteristiske duale 

programpar 

Minimer Minimer 

(6.18.a) (gtRq) /2 +etq (vtR -1v)/2 +ltv 

under under 

(6.18.b) Aq = -Al CV = -Cc 

svarende til Lagrangeligningerne 

(6.19.a) Rq = v (primal-dual kobling) 

(6.19.b) Aq = -Al (primale bindinger) 

(6.19.c) CV = -Cc (duale bindinger) 

Vi skai gennemga nogle forskellige m$der at lose disse lig- 

ninger pá. Forst og fremmest skai vi bruge de klassiske 

knudepunkts- og maskemetoder. 

6.2.1. Knudepunktsmetoden 

Nár vi Onsker at lose problemet (6.19) ved anvendelse af 

knudepunktsmetoden, tager vi udgangspunkt i karakteristik- 

kerne pA admittansform, dvs 
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(6.20) q = R-1v 

(inverteringen af impedansmatricen R er uproblematisk, da 

det er en diagonalmatrix). Desuden mA vi formulere alle 

strukturrestriktioner ved hjelp af knudepunktsmatricen. 

Dette indebærer, at vi mA erstatte de duale restriktioner i 

(6.19.b) med de ekvivalente restriktioner (6.12), hvilket 

indebærer introduktion af knudepunktspotentialer p som La- 

grangemultiplikatorer. Ligningerne (6.20),(6.12) og (6.19.b) 

kan nu samles i matrixskemaet 

I -R-1 0 q 0 

(6.21) 0 I -At = -e 

A 0 0 -Al 

Disse 2a +n ligninger i lige sá mange variable bestemmer 

entydigt netverkets primale og duale variable q og Ti samt 

multiplikatorerne p. 

En mulig máde at lose ligningssystemet pá er at invertere 

koefficientmatricen i (6.21) direkte. Losningen bliver dog 

væsentligt lettere, hvis vi udnytter, at matricen er næsten 

blok -trianguler, sádan at den let kan gores blok -trianguler 

ved rekkeoperationer: 

(a) Rekke 1 multipliceres med A og trækkes fra rekke 3. 

Resultatet er den nye række 3: 

9 

(6.22) (0 AR -1 0) v = -Al 

p 

(b) Dernest multipliceres rekke 2 med AR-1 og trekkes 

fra (6.22), sádan at vi fár den nye rekke 3: 

q 

(6.23) (0 - 0 AR-1At ) v = -A(R-1c - 1) 

p 

Koefficientmatricen er nu blok-trianguler, og matrixinver- 

sionen kan folgelig indskrenkes til 

(6.24) p = (AR-1At)-1(R-1c - 1) . 

I 
p / 

l 
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Herefter kan vores variable q og v findes ved simpel sub- 

stitution. 

Den her viste metode til losning af det elektriske 

netværksproblem kaldes den klassiske knudepunktsmetode. 

Hojresiden af (6.23) kan tolkes som "mkvivalente knude- 

punktsstromkilder" for netværket, dvs eksogene nettoudstrom- 

ninger i netværkets knudepunkter, som giver samme fordeling 

af stromme og spændingsfald i netværket som de oprindelige, 

kanttilknyttede energikilder 1 og c. Dette indebærer, at 

udtrykkene (6.23) og (6.24) kan opfattes som hhv. admittans- 

formen og impedansformen af en slags "Ohms lov for knude- 

punkterne". Matricen AR -1A kaldes derfor ogsá for "knude- 

punktsadmittansmatricen". 

6.2.2. Maskemetoden 

Maskemetoden eller kredsmetoden er en dual losningsmeto- 

de, der tager udgangspunkt i formulering af de strukturelle 

bindinger ved hjælp af en kredsmatrix, dvs (6.10) og (6.11). 

Her er det hensigtsmmssigt at anvende Ohms lov pa impedans- 

form 

(6.25) v = Rq 

Ligningerne kan samles i et matrixskema som 

0 0 C 

(6.26) -Ct I 0 

0 -R I 

Denne gang er der sjovt nok tale om et ligningssystem af en 

anden dimension, nemlig 2a +m. Lige som det forrige system 

bestemmer (6.26) entydigt netværkets variable q og v, samt 

"maskestrommene" qm, der er problemets Lagrangemultiplika - 

torer. PA samme máde som ved knudepunktsmetoden kan lig- 

ningssystemet gores blok- triangulært ved rækkeoperationer, 

s$dan at maskestrommene kan findes af 

(6.27) CRCtgm = C(R1 - c) 

qm 

q 

v 

= 

-Cc 

-1 

o 

I 
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der kan inverteres til 

(6.28) qm = (CRCt)-1C(R1 - c) , 

hvorefter q og v kan findes ved simpel substitution. 

Ligesom det var tilfældet med den duale knudepunktsmetode 

kan vi her opfatte hojresiden of (6.27) som mkvivalente 

"kredsspændingskilder ", og (6.27) kan opfattes som en slags 

"Ohms lov for kredsene" p$ impedansform. Derfor kaldes 

matricen CRCt ogsá for kreds- eller maskeimpedansmatricen. 

6.2.3. Andre metoder* 

Symbolsk reduktion af netværkets grundligninger ved hjælp 

af knudepunkts- eller maskemetoden er den traditionelle made 

at lose det Ohmske netværksproblem pá. Der findes imidlertid 

en række andre metoder, hvoraf vi skai nævne nogle stykker. 

Forst og fremmest er der grund til at nævne de "fundamen- 

tale metoder" eller "klassedelingsmetoderne". For at gennem- 

fore knudepunkts- og maskemetoderne mátte vi introducere 

hhv. potentialerne og maskestrommene som hjælpevariable. 

Dette kan undg$s, hvis vi i stedet klassedeler netværkets 

kanter i et skelet og et co-skelet og opskriver strukturre- 

striktionerne ved hjælp af de tilsvarende basissnitsæt og 

basiskredse. De primale restriktioner kan i sA fald skrives 

(6.29) SEI = -S1 

eller mkvivalent 

(6.30) 
s 

= Csgc - Si 

hvor indeks s og c markerer opdelingen i skelet og co-ske- 

let. De duale restriktioner kan skrives 

(6.31) CV = -Cc 

eller ækvivalent 

(6.32) vc = Svs - Cc 

De fundamentale kredsligninger kan nu skrives 

/ 

. 
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(6.33) 

e 
I 
s 

0 

0 

Cs 

0 

I 
c 

0 

Ic 

-R 
s 

0 

0 -R 

I -C 

0 0 

vs 

v 
c 

qs 

qc- 

0 

-Sl 

-Cc 

og de fundamentale snitsatligninger fAs tilsvarende som 

(6.34) 

0 0 Is Sc 

I-s Ic 0 0 

-Rs1 0 Is 0 

0 -R- 1 0 Ic 

V 
s 

vc 

qs 

qc 

-Sl 

-Cc 

0 

0 

Begge de fundamentale ligningssystemer (6.33) og (6.34) 

er af mindre dimension end de traditionelle, nemlig 2a lig- 

ninger og ubekendte mod knudepunktsmetodens 2a +n og maske- 

matodens 2a +m. Normalt skulle vi derfor forvente, at de 

fundamentale ligningssystemer var at foretrakke. Dette gal - 

der imidlertid ikke generelt. For det forste vil den nodven- 

dige matrixinversion alligevel hojst vare af dimension (nxn) 

for knudepunkts- og snitsætmetoderne og (mxm) for kredsme- 

toderne, idet de resterende variable som vist ovenfor kan 

findes ved simpel substitution. For det andet er det ikke 

kun matricens dimension, der er afgorende. Med moderne nu- 

meriske teknikker, der udnytter nullerne i matricerne, til 

radighed, kan det faktisk were af starre betydning, hvor 

"tyndt" matricerne er besat med ikke -nul elementer. Og pa 

dette punkt har knudepunktsformuleringen i praksis vist sig 

at give de tyndest besatte matricer. En anden erfaring er, 

at det ikke nodvendigvis svarer sig at blok- triangularisere 

matricen ned til fx knudepunktsbalancen (6.23). Dette hanger 

sammen med, at de effektive numeriske teknikker virker 

bedst, nar losningsalgoritmen har sa hoj grad af "frihed" 

som muligt til at finde en optimal iosningsrakkefolge. SA 

snart vi begynder at manipulere pá struktursystemet (6.21), 

tabes imidlertid en del af denne frihed, og dette kan med - 

fore tab af effektivitet. I denne forbindelse bor det bemar- 

kes, at bade knudepunktsadmittans -og maskeimpedansmatricerne 

er symmetriske, og at de derfor nappe er tilstrakkeligt 

tyndt besatte til at kunne anvendes i en effektiv losnings- 

algoritme. 

7. 

0 

c 
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Der er ogsa udviklet "hybride" metoder, dvs metoder, som 

tager udgangspunkt i elementligningerne pa blandet impe- 

dans-/admittansform. Hybride metoder er smrdeles velegnede 

til analyse af dynamiske systemer, idet vi ved passende valg 

af impedans-/admittansform kan undgá at arbejde med inte- 

gral-operatorer, jf. i ovrigt Branin(1977). 

Til sidst skai nmvnes, at der ogsa findes metoder, ba- 

seret pa "topologisk dualitet", som er en anden type duali- 

tet end vores. Et eksempel p$ dette er "regionsmetoden", jf. 

fx Franksen(1978). Denne type metoder kan imidlertid kun 

anvendes pá netværk, hvis grafer er planare (dvs at grafen 

kan tegnes pá fx et stykke papir, uden at nogen kanter 

krydser hinanden).4) 

6.2.4. Roth's diagram - en topologisk oversigt 

I sin efterhánden klassiske artikel fra 1955 har J. P. 

Roth givet en elegant "algebraisk -topologisk" oversigt over 

netvmrksproblemets struktur. Han skelner imellem to bestand- 

dele af netvmrksproblemet: 

(a) En topologisk struktur, dvs en linemr graf 

(b) En algebraisk struktur, der "pátrykkes" 

grafens elementer. 

Roth opfatter netvmrket som bestáende af tre typer ele - 

menter, nemlig punkter, kanter og kredse. Vi kan nu knytte 

variable, fx tal, til netværkets elementer pa to principielt 

forskellige wader. 

Den forste made, vi kan knytte tal til grafen pa, er at 

knytte et vilkarligt tal til hver kreds i grafen. Mmngden af 

disse tal repræsenteres ved en m- vektor qm. Ved hjmlp af 

kredsmatricen kan vi nu knytte en a- vektor af afledede tal 

q =Ctgm til grafens kanter. Ud over de afledte storrelser q 

kan vi til hver kant knytte et vilkarligt tal. Mmngden af 

disse repræsenteres ved vektoren 1. Ved hjmlp af incidens- 

matricen A kan vi nu knytte to afledede n- vektorer til gra- 

fens punkter: En vektor 1* = Al og en hulvektor = ACtgm. 

Sammenhoengen mellem disse variable af type 1 kan illustreres 

4. En alternativ made at udnytte "topologisk dualitet" p$ er 
at generalisere til matroider, se fx Frank Nielsen(1981) 
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i et diagram som i figur 5.2, hvor en pil repræsenterer en 

præmultiplikation. 

Figur 5.2. Primal tilknytning af tal til grafen 

kredse kanter 

qm 
Ct 

q 

A 

punkter 

M 
-- 

Ow 1* 

Den anden máde bestár i, at vi til hvert ikke -datum punkt 

i grafen knytter et vilkárligt tal. Mængden af disse tal 

reprmsenteres ved en (n- 1)- vektor p. Ved hjmlp af knude- 

punktsmatricen A kan disse tal omregnes til afledte kanttil- 

knyttede variable v = Atp. Igen kan vi supplere med en vek- 

tor af vilkárlige, kanttilknyttede tal c. Ved hjmlp af 

kredsmatricen C kan vi nu knytte to afledede vektorer til 

grafens kredse: En vektor c* = Cc og en nulvektor = CAtp. 

Disse transformationer kan illustreres som i figur 5.3. 

Figur 5.3. Dual tilknytning af tal til grafen 

kredse 

c .4 

0 Ai 

kanter punkter 

C 

c 

A 
t 

Bemærk, at uanset hvilke tal, vi tilordner punkterne i 

grafen, mA de deraf afledte kantstorrelser summe til nul i 

en lukket kreds p.g.a. den fundamentale nulrelation ACt =O. 

Omvendt m$ kantstorrelser, der er afledt af vilkárlige kred- 

stilknyttede storrelser, nodvendigvis summe til nul i et 

givet knudepunkt. 

Den algebraiske struktur, vi har afbildet i figurerne 5.2 

og 5.3 er temmelig los, idet vi jo ikke har bundet variable 

af type 1 og type 2 sammen pá nogen máde. Det elektriske 

netværksproblems specifikke struktur kommer imidlertid forst 

frem, nár vi binder de to typer afledte kantvariable til 

hinanden med en 1 -1 transformation, i dette tilfoelde en 

liner primal -dual kobling. Resultatet af en sádan kobling - 

f 

1 

0 

-r _ 
r-1 



de to klassiske losningsmetoder - er vist i figur 5.4.5) 

Figur 5.4. Roths diagram 

kredse 

qm 

(CRCt)- -1 

kanter 

Ct 

(CRCt) R 

0 4 

Q 

A 

punkter 

O. 0 

R-1 (AR-1 

C A 
t 

bl 

(AR- 1At) -1 
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Roths fremstilling har - ud over dens smukke illustrative 

virkning - vist sig hensigtsmessig i forbindelse med eksi- 

stens- og entydighedsbeviset for netvarkets losningsvektor, 

samt ikke mindst i forbindelse med generalisation af 

netvmrksteorien til at omfatte elementer af hojere dimen- 

sionalitet, fx flader og rum. En let lest behandling af det 

3- dimensionale netvarksproblem og dets mange anvendelser er 

givet i Branin(1977). 

6.2.5. Generaliseringsmuligheder 

Den netverksmodel, vi har gennemgáet i de forrige afsnit, 

er uhyre simpel. Denne simple struktur er forst og fremmest 

en folge af de lineare elementarligninger 

(6.35) y. 
i 

= 
riQi 

Den udviklede metode er imidlertid sá robust, at den stort 

set holder uforandret, seiv om en rakke af modellens re- 

striktioner lempes. Vi skai se en rakke eksempler. 

Et meget almindeligt forekommende brud pá standardanta- 

5. De alternative klassedelingsmetoder fremkommer umiddel- 
bart, hvis vi erstatter matricerne C og A med de til- 
svarende fundamentale kreds- og snitsetmatricer 

1* 

* 
c 

P v 
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gelserne er "overkrydsningseffekter ", dvs at fx spændings- 

faldet over en kant ikke alene afhænger of strommen igennem 

den, men ogsá of strommen igennem andre kanter: 

(6.36) vi = 
Ejrijqj 

hvor 
rij 

er sákaldte krydsimpedanser, svarende til det oko- 

nomiske begreb krydspriselasticiteter. Denne lempelse svarer 

blot til, at vi tillader elementerne uden for diagonalen i 

impedansmatricen R at være forskellige fra nul. Alle netvær- 

kets grundligninger er uforandrede, og sá lmnge impedans- 

matricen er positiv definit, vil netvmrket stadig have en- 

tydige losningsvektorer. 

En anden type overkrydsningseffekter er linemre bánd pá 

netvmrkets variable af samme kategori, fx 

(6.37) qi = Ejtijgj 

der fortolkes elektrisk som en "ideel transformator ". Trans - 

formatoren overforer energi fra den ene of netvmrkets kanter 

til den anden uden om de strukturelle bindinger, men pá en 

sádan made, at den ikke tilforer det samlede netværk energi. 

Vi skal senere vende tilbage til denne type restriktioner, 

idet input- output modellens adfærdsligninger jo netop er of 

denne type. Her skai vi blot notere os, at ligninger of 

typen (6.37) bevirker, at den ene of enhedsmatricerne i 

netvmrkets grundligninger, fx matrix (1,1) i (6.21), má 

erstattes of en koefficientmatrix. Dette betyder, at netvær- 

ket ikke kan loses helt sá elegant som ellers, men dog sta- 

dig ud fra inversion of grundligningerne. 

En tredie slags lempelse of forudsætningerne er funk - 

tionsformen. Elementligningerne kunne fx have formen 

(6.38) vi , hvor fi'>0. 

Ikke- linemre elementligninger vil ikke pávirke formuleringen 

af netværksligningerne, fx (6.21), men ligningerner vil ikke 

længere kunne loses ved matrixinversion. I stedet má vi 

anvende numeriske procedurer, fx Gauss -Seidel algoritmen. Vi 

kan ogsá tillade elementligningerne at vere stykvist lodret- 

= fi(gi) 
1 
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te og vandrette, jf. kapitel 3, men i sá fald vil det ofte 

være en fordel at opfatte netværksproblemet eksplicit som et 

programmeringsproblem, jf. fx Franksen(1981) for en grundig 

gennemgang. 

Et andet hovedemne for generaliseringer er opfattelsen af 

energikilderne i modellen. Vi har indtil nu konsekvent op- 

fattet energikilderne som fundamentalt kanttilknyttede, men 

der findes mange alternativer. Prager(1965) har fx en inter- 

essant formulering, der udelukkende omfatter knudepunktstil- 

knyttede kilder. Han klassedeler netvarkets punkter i to 

klasser: Den ene klasse Xp har eksogene potentialer pp, men 

endogene knudepunktslmkager lp. Den komplementære klasse X1 

har eksogene lækager 11, men endogene potentialer p, dvs 

p 

og 

(6.39) p = 

IPP1 

lp 
(6.40) 1* _ 

11 

Prager viser, at netværkets tilstandsfunktioner nu er 

(6.41) K(q) = V(q) - pplp 

og 

(6.42) K'(v) = Q(v) - lltpl 

smlgn (6.13.a). 

Pragers formulering kan opfattes som en generalisering af 

den almindelige elektriske metode, idet Xp normalt kun be- 

stár af referencepunktet med eksogent potentiale nul, mens 

X1 er resten af netværkets punkter med endogene potentialer. 

Metoden har stor interesse i forbindelse med input- output 

modeller, hvor Xp omfatter de primære inputs med givne pri- 

ser og endogene indstromninger, mens X1 omfatter erhvervene 

(med indstromning nul) og de endelige anvendelser (med givne 

positive lækager). En meget detaljeret behandling af kilder- 

ne i det elektriske netvmrksproblem er givet i Bjmrke(1981). 

Til sidst skai vi nmvne den nok vigtigste lempelse af 

forudsmtningerne. De hidtil gennemgâede modeller har været 

statiske, idet tiden ikke har indgáet eksplicit i nogen af 

grundligningerne. Dette svarer i elektrisk terminologi til, 

, 
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at vi kun har behandlet jevnstroms- eller DC-netverk. Den 

udviklede netverksmodel lader sig imidlertid let generali- 

sere til at omfatte dynamiske (transiente) elementligninger 

af formen 

(6.43) vi = Li(dgi/dt) 

eller 

(6.44) qi = Ci(dvi/dt) 

De elektriske komponenter, der opfylder hhv (6.43) og 

(6.44), kaldes en spole og en kondensator. Den abstrakte 

betydning af at tillade sAdanne dynamiske ligninger er ind- 

lysende. 

Dynamiske netverksmodeller, der svarer til det elektriske 

begreb vekselstroms- eller AC- netverk, kan loses fuldstmndig 

analogt med de statiske netverksmodeller. Matricer og vari- 

able kommer blot til at bestá af komplekse tal, hvis realdel 

er den statiske losning, mens den imaginmre del er transien- 

ten, dvs afvigelsen fra den statiske verdi. Omkostningerne 

ved at lose problemet er imidlertid afhengige af, om vi 

velger elementligningernes impedans- eller admittansform, 

ligesom valget af skelet for grafen ikke lmngere er uden 

betydning for beregningsomkostningerne. I Franksen(1978) er 

vist, hvordan det dynamiske netverksproblem trin for trin 

kan formuleres og loses helt analogt med det statiske. En 

mere omfattende fremstilling er Bryant(1967). 

En alternativ og mere generel metode er at opstille dy- 

namiske tilstandsligninger for netverket. Denne meget ele- 

gante og veludviklede teori kaldes "State space analysis ", 

og den er sá omfattende, at det er umuligt at gennemgá den 

her. En kompakt, men let lest introduktion er givet af Koe- 

nig og Frame(1964). En omfattende fremstilling er Timothy og 

Bona(1968). 

Endelig kan man overveje, om grafer og matricer overho- 

vedet er tilstrekkeligt generelle verktojer til analyse af 

netvmrk. Pá baggrund af gennemgangen i denne rapport kan det 

máske virke overraskende, at operationsanalytikere og 

elektroingeniorer er enige om, at det er de ikke. Det er 

nemlig ikke muligt at opná helt tilfredsstillende dualitet 

mellem kreds- og snitsetbegreberne, med mindre man indskren- 
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ker sig til at behandle planare grafer eller generaliserer 

begreberne grafer og matricer til hhv. grafoider og matroi- 

der, se fx Frank Nielsen(1981) eller den klassiske artikel 

af Minty(1966). En gennemgang of matroideteori Jigger dog 

milevidt fra sigtet med denne rapport. Vi skai troste os 

med, at matroideteori ikke er et alternativ til, men en 

generalisering af matrix- og grafteori, og den kan alligevel 

nappe tilegnes af personer, der ikke har et solidt kendskab 

til disse discipliners grundbegreber. 
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7. NETVERKSTEORI OG INPUT -OUTPUT 

Da input- output modellerne som vist i kapitel 4 kan op- 

fattes som stromningsproblemer, har netvmrksteorien særligt 

mange anvendelser i forbindelse med input- output analyser. 

I dette kapitel skai vi vise, hvordan hver enkelt of de 

alternative lOsningsmetoder fra kapitel 6 har en input -out- 

put teoretisk pendant, og vi pâpeger nogle oplagte genera - 

liseringsmuligheder. Det viser sig til vores fortrostning, 

at den traditionelle metode til opstilling og losning of 

input- output modeller givetvis er den mest effektive af de 

fire grundmetoder. Til gengmld kan den traditionelle metode 

ved hjmlp af den generelle netvmrksmetode udvides og 

suppleres pá en rmkke punkter. Nogle af de oplagte mulighe- 

der præsenteres i afsnit 3. 

7.1. De fire formuleringer 

7.1.1. Knudepunktsmetoden 

Den traditionelle máde at lose input- output modellerne pa 

svarer noje til den klassiske knudepunktsmetode til losning 

af elektriske netvmrksproblemer. Blot opstár der nogle min- 

dre forskelle pá grund of "adfærdsrelationernes" forskellige 
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udseende i de to modeltyper. Men vi skai se, at den grund- 

læggende metode er den samme. 

Formuleringen bliver enklest, hvis vi bibeholder punkt- 

gennemstromningerne t=Giq som hjælpevariable i det primale 

problem. Vi tager derfor udgangspunkt i elementligningerne 

fra (5.39): 

(7.1) q = W t + 
qu 

samt de velkendte tvangsbindinger 

(7.2) A q = 0 

Ligningerne (7.1) og (7.2) kan sammenfattes til 

(7.3) 
-W g = lquI 

A 0 t 0 

De tilsvarende duale restriktioner er, jf (5.40), 

(7.4) 
I At v 0 

-Wt 0 J[pJ 
IhPjJ 

Lagrangeligningerne (7.3) og (7.4) kan nu samles i et 

kompakt ligningssystem, der svarer til (6.21) for det 

elektriske netværk: 

= 
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(7.5) 

I 

A 

0 

0 

-W 

0 

0 

0 

0 

0 

I 

-Wt 

0 

0 

At 

0 

f 
q 

t 

v 

p 

qu 

0 

0 

pi 

Det ses, at ligningssystemet bestár af to diagonalblokke, 

mmngdedelen og prisdelen. Disse blokke kan loses uafhmngigt 

af hinanden. Ved hjælp af de velkendte rmkkeoperationer fás 

det mkvivalente system 

(7.6) 

I 

0 

0 

0 

-W 

AW 

0 

0 

0 

0 

I 

0 

0 

0 

At 

W A 
t t 

q 

t 

v 

p 

qu 

-Aqu 

O 

pi 

Ligningssystemet (7.6) er hverken mere eller mindre end et 

meget kompakt udtryk for samtlige sammenhoenge, der indgar i 

de traditionelle mmngde- og prismodeller. Systemets rmkke 2 

og 4 kan vi betegne knudepunktsbalancerne, nojagtig som vi 

gjorde med de tilsvarende knudepunktsligninger i kapitel 6. 

7.1.2. Maskemetoden 

I forrige kapitel sá vi, hvordan det elektriske netvmrks- 

problem kunne loses pa en alternativ made, nemlig ved brug 

af den "klassiske maskemetode ". En fuldstmndig tilsvarende 

procedure kan benyttes til at lose input- output modellens 

ligninger. Dette krmver blot, at tvangsbindingerne udtrykkes 

alene ved hjælp af en kredsmatrix for systemets graf. SAle- 
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des kan de primale tvangsbindinger (7.2) gives den mkviva- 

lente formulering 

(7.7) q = Ctgm ,jf (3.14.b), 

hvor qm er en entydig m-vektor af "maskestromme". De duale 

tvangsbindinger v=Atp kan tilsvarende skrives 

(7.8) C v = 0 ,jf (3.19). 

Maskemetoden lader sig lettest gennemfore, hvis vi anven- 

der de primale elementligninger pá kanonisk form, dvs 

(7.9) qc = Wcwslqs + q ue , 
jf (5.50), 

hvor qs er strOmmene i de kanter, der tilhOrer et ud -tra fra 

referencepunktet (et ud- skelet), og qc er strommene i det 

komplementære co -tra. Tilsvarende anvendes den kanoniske 

form pá den primale málfunktion, jf (5.51). 

Vi kunne nu lose "maskeligningerne" pá samme máde som 

knudepunktsligningerne, dvs ved at sætte (7.7) og (7.9) 

sammen til et kompakt system, opskrive de tilsvarende duale 

restriktioner, kombinere de to scot restriktioner og til 

sidst bearbejde det kombinerede system med rmkkeoperationer. 

Dette er den rigtige máde at fá samtlige dualitetsforhold 

frem pá, men metoden har den ulempe, at den gor problemet 

lidt mere indviklet, end det behover at were. Vi skal derfor 

i stedet bruge den simple procedure, at vi indsætter (7.7) i 

elementligningerne (7.9), sádan at vi fár 

. 
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(7.10) t 

Ccgm 

der kan loses til 

(7.11) qm 

= WcWlC q CS q UC SM + 

= (C - WcwS1Cs)-1quc 

Herefter kan q- vektoren findes of (7.7). Ligning (7.11) er 

den primale "kredsbalance" for input- output systemet. 

Den tilsvarende duale kredsbalance kan findes, hvis vi 

eliminerer vektoren qs fra den primale mAlfunktion ved hjalp 

af (7.7). Dette giver 

(7.12) (C - Csws1W)vm = Cswslpi 

Det kan vises, at vm = -vc. Herefter kan varditilvaksterne i 

tragrenene findes af 

(7.13) vs = ws1(pi - Wvc) 

Selv om kredsbalancerne sáledes er veldefinerede ogsá i 

input- output sammenhmng, vil de nappe nogensinde blive brugt 

til noget. De giver til praktiske formál et alt for stort 

beregningsarbejde, idet input- output matricer altid har et 

relativt stort antal kanter (m» n), og samtidig er de ikke 

sá teoretisk tilfredsstillende som de fundamentale kredsba- 

lancer, vi skal udlede i naste afsnit. 

I 
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7.1.3. De fundamentale metoder* 

Sável maskemetoden som knudepunktsmetoden forudsmtter, at 

vi introducerer kreds- eller punkttilknyttede hjælpevari- 

able. Dette kan imidlertid undgás, hvis vi i stedet betnyt- 

ter os af de fundamentale metoder - eller "klassedelingsme - 

toderne", som de ogsâ kaldes. For at kunne lose input- output 

ligningerne med en af de fundamentale metoder mA vi dele 

mmngden af kanter i systemets graf i to klasser: et udspæn- 

dende trm og dets komplementmre co -trm. Derefter mA vi ved 

hjmlp af det valgte trm definere grafens fundamentale kreds- 

og snitsmtmatricer. Valget af tre i grafen er arbitrert - 

ogsá i input- output sammenhæng. Men af overskuelighedshensyn 

skai vi forelobig vmlge at benytte et ud -trm fra grafens 

universelle referencepunkt, sádan at elementligningerne for 

grafens co -trm samtidig udgor et maksimalt uafhengigt set af 

"adfmrdsrelationer" for grafens kanter. 

Vi husker, at de primale tvangsbindinger kan udtrykkes 

som 

(7.14) S q = 0 

hvor S er en fundamental snitsmtmatrix (der jo er lig med 

At1A). Som adfærdsligninger benytter vi de "kanoniske ele- 

mentligninger" 

(7.15) qc = Wows qs + quc 

Vi kan nu opstille de kompakte snitsmtligninger som 

1 
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(7.16) 

Is -wS1W 0 0 

Sc Ic 0 0 

0 0 Is Sc 

0 0 -WW1 
I e S c, 

vs 

v 
e 

qs 

qc 

0 

0 

que 

Ved hjmlp of de saedvanlige rmkkeoperationer kan systemet 

loses til at give de duale snitsætbalancer (eller trægrens- 

balancer): 

(7.17.a) (Is + SeWeS1)gs = -Sequc 

ensbetydende med, da Is=Ss og qus=0, at 

(7.17.b) SWws1 = 
-Squ ' 

og dualt 

(6.18) wslWtSt 
vs 

- Ws1pi 

smlgn (7.6). 

De fundamentale kredsligninger kan tilsvarende skrives 

1 
Is -wS1W 0 0 

(7.19) -Cs 
Ic 0 0 

0 0 I -CS 

0 0 -WeWS1 Ic 

v 

v 

s 

c 

qs 

qc 

0 

Bemmrk, at de fundamentale kredsligninger er identiske med 

de fundamentale snitsmtligninger, bortset fra at vi har 

indsat den grundliggende sammenhmng Cs = -Stc, jf (2.45). 

s 

s pi 

Wsipi 
0 

s 

quo 
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Forskellen pa de to metoder bestar alene i, at mens snitsat- 

balancerne findes pa den made, at vi ved rakkeoperationer 

eliminerer de kredstilknyttede variable ve og ge, finder vi 

kredsbalancerne ved omvendt at eliminere de snitsat- tilknyt- 

tede variable vs og qs. Kredsbalancerne bliver folgelig 

(7.20) 

og 

(7.21) 

(I - WcWs1Cs)gc que 

(Ic - CswS1Wt)v 
C 

= Cswslpi 

smlgn (7.10) og (7.11). 

Hidtil har vi forudsat, at det valgte trm for grafen var 

et ud -tra fra referencepunktet, fordi dette valg af trm gav 

de enkleste udledninger. Men det ses umiddelbart, at et 

hvilket som heist trm kunne vare valgt i stedet, idet savel 

stromme, varditilvakster som strukturmatricer for et sadant 

tra kan findes ved en 1 -1 linear transformation of de stor- 

relser, vi har anvendt ovenfor. Derimod ligger det fast, at 

partitioneringen af elementligningerne (og dermed af 

W- matricen i (7.20) og (7.21)) skai svare til et ud -tra, jf 

kapitel 5. Derfor er og bliver det west hensigtsmassigt at 

anvende et ud -trm som vist, sadan at vi slipper for at de- 

finere to traer, men kan anvende det samme trm til begge 

formal. 

De fundamentale metoder er nappe beregningsteknisk kon- 

kurrencedygtige med knudepunktsmetoden. Den fundamentale 

kredsbalance er ubrugelig, fordi den kraver inversion af en 

(mxm)- matrix, og seiv om den fundamentale snitsatbalance kan 

loses ved en matrixinversion af samme storrelse som knude- 

punktsbalancens, vil knudepunktsmetoden alligevel vare at 

= 

, 
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foretrække, fordi den matrix, der skai inverteres, indehol- 

der fiere nuller. Mens en kant jo er incident til netop to 

punkter, kan den vmre incident til et langt storre antal 

snitsaet (sáfremt den ikke er en trmgren).1) Derimod er de 

fundamentale metoder langt de letteste at behandle i forbin- 

delse med teoretiske udledninger, idet dualitetsforholdene 

mellem de involverede strukturmatricer er sá let gennemsku- 

elige. 

Garvede input- output brugere kan altsá ánde Jettet op. 

Den traditionelle knudepunktsorienterede máde at opstille og 

lose input- output modeller pá er stadig nummer et. Ellers 

var den vel ogsá blevet forladt for mange ár siden. 

7.2. Generaliseringsmuligheder 

Den opstillede model, der kombinerer pris og mmngdemodel- 

lerne i en model, kan generaliseres pá et nmsten ubegrænset 

antal máder. Disse generaliseringsmuligheder kan systemati- 

seres nogenlunde pá samme máde, som vi gjorde med de 

elektriske netværksmodeller i kapitel 6, afsnit 2.5, og vi 

skal ikke gentage dem her. Vi har opbygget et begrebsapparat 

- en kogebog, der kan anvendes til at blande en nærmest 

vilkárlig biksemad of lempede adfærdsforudsmtninger som fx 

"udbudsdrevne erhvery ", kapacitetsgrmnser, "regimeskift" 

etc. Men forelobig er der rigeligt at fordoje, sá vi skal 

ikke konstruere sádanne eksempler her. Der er dog grund til 

at nævne to særligt lovende omráder. 

1. Sjovt nok er dette i overensstemmelse med Branin's er- 
faringer med elektriske netværk, se Branin(1977) 
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Det forste omráde er introduktion af prisfolsomheder i 

modellen. Traditionel produktionsteori siger os jo, at ef- 

tersporgselen efter produktionsfaktorer ikke blot afhmnger 

af produktionen, men ogsá of de relative priser pá faktorer- 

ne. Dette krmver, at vi introducerer priselasticiteter i 

modellen, svarende til impedanser og krydsimpedanser i det 

elektriske netvmrksproblem. Principielt skulle dette kunne 

loses blot ved at erstatte en eller fiere af nulmatricerne i 

(7.6) med en positiv definit og symmetrisk matrix af pris - 

folsomheder. Helt sa ligetil er det nu ikke, bl.a. fordi det 

i okonomi ikke er vmrditilvmksterne vij= pj -pi, men derimod 

de relative priser pi/pi, der normalt indgar i adfmrdslig- 

ningerne. Disse problemer er nappe vmrre, end at de let kan 

loses, fx ved linearisering, men der er ikke afsat ressour- 

cer til at gore det her. 

Et andet meget lovende omráde er anvendelse of dynamisk 

netvmrksteori pá input- output modeller. Der findes en smr- 

deles solid tradition for dynamisk analyse af elektriske 

netvmrk, nemlig i forbindelse med vekselstromsnetvmrk (AC- 

netvmrk). Samtidig findes der en knapt sA solid tradition 

for dynamisering af input- output modeller. Der er formentlig 

mange gevinster at hente ved eksplicit at opstille en dyna- 

misk input- output model som en netvmrksmodel. Dette kunne fx 

gores ved at opstille dynamisketilstandsfunktioner for 

modellen, jf den korte introduktion af Koenig og Frame(1964) 

eller den omfattende fremstilling of Timothy og Bona(1968). 

En alternativ mulighed for lineare modeller er at anvende 

komplekse matricer, jf fx Franksen(1978a). En sádan opstil- 

ling vil dog falde uden for denne rapports rammer. 

1,3 j 
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7.3. Resultater og perspektiver 

I dette afsnit vil vi kort Torsoge at vurdere betydningen 

af de udviklede resultater. De vigtigste resultater er uden 

tvivl deis den begrebsmassige afklaring, deis samlingen of 

en rmkke problemer og modeller, der ikke umiddeibart ser ud 

til at have noget med hinanden at gore. De praktiske resul- 

tater met se, komme hen ad vejen, efterhánden som det forbed- 

rede begrebsapparat fxr lov at gore sin virkning pl konkrete 

problemstillinger. Der kan dog allerede nmvnes et par ek- 

sempler. 

I Asger Olsen(1981) og (1984) er phvist, hvordan nogle of 

donne rapports indledende resultater har kunnet anvendes med 

stor styrke i forbindelse med fastlaggelsen of aggregerings- 

niveauer for den danske okonometriske model ADAM, og i for - 

bindelse med det teoretiske grundlag for konstruktion of 

input- output tabeller ud fra detaljerede varebalancer.2) 

Ingen af disse resultater benytter dog de videreghende 

resultater fra denne rapport - her tankes isar ph dualitets- 

resultaterne. Et oplagt emne for anvendelsen af disse er at 

undersoge, hvilke konsekvenser udbygningen af prismodeller- 

ne, jf ligning (1.29) og (1.30), har for den duale mmngde- 

model. Vi husker fra kapitel 1, at standard prismodellen har 

eksogen enhedsrestindkomst. Dualen til dette er, at vardien 

af restindkomsten indghr i mhlfunktionen for det primale 

problem. Begge disse forhold er uheldige: At der skulle vare 

fast restindkomst pr. produceret enhed er en uheldig ad- 

fa:rdsantagelse, og at virksomhederne skulle minimere vr,rdien 

2. En artikel om dot sh.kaldte valg af teknologiantagelse er 
under udarbejdelse. 
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af restindkomsten er direkte t'..beligt. I de prismodeller, 

der anvendes i Danmark, er restindkomsten pr. enhed da ogs< l 

gjort endogen, jf de to navnte ligninger. Sporgsm. let er 

bare, hvilke konsekvenser dette bor have for den duale meng- 

demodel. 

Et sidste punkt skal navnes her, nemlig analyser af in- 

put- output modellens forudsigelsesfejl. Dette emne er berort 

i kapitel 5, isar i afsnittet om antallet af ligninger i 

input- output modellen. Det er ikke forfatteren bekendt, at 

nogen endnu har foretaget en systematisk undersogelse of 

input- output modellernes forudsigelsesfejl. Der er dog 

foretaget visse indledende forsog i den retning i Modelgrup- 

pen i Danmarks Sta.tistik.3) Disse forsog skulle kunne udvik- 

les yderligere p baggrund of resultaterne i kapitel 5. 

De mere generelle okonomiske anvendelser of netvarksteori 

er omtalt i kapitel 4. Et enkelt forhold skal dog navnes 

her, nemlig at den matematik, der anvendes i analyser of 

Markov- kinder, jf kapitel 3, er fuldstmndig isomorf med in- 

put- output modellens. Det kunne derfor vare fristende at 

prove at anvende dualiseringsprincippet ogs6, pú Markov -ka:- 

der. Hvilken modeltype, der ville komme ud of dette, er 

vanskeligt at forudsige. 

3. Se Anita Lindberg(1984) eller Asger Olsen(1985) 
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APPENDIX 1. DUALITET I PROGRAMMERINGSPROBLEMER 

Programmeringsproblemer 

Et programmeringsproblem er et problem af typen: 

Find en optimal vektor x = (x1,x2,..,xn), sádan 

at mâlfunktionen f(x1,x2,...,xn) minimeres 

blandt alle mulige vektorer x. Mængden af mulige 

vektorer er de vektorer i Rn, der opfylder et 

antal bibetingelser i form af uligheder af typen 

gj(x)>= 0, j=1...m . 

Vi skai mere formelt skrive 

Minimer 

(1.a) f(x) 

under bibetingelsen 

(1.b) G(x)>= 0 

hvor 

(1.c) x >= 0 

idet vi anvender notationen G(x)> =0 for gj(x)> =0, j =1...m . 

Denne definition af et programmeringsproblem er mere 

generel, end den virker ved forste Ojekast. For eksempel kan 

, 
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bibetingelserne ogsE vare mkvivalensrestriktioner af typen 

G(x) =0, idet en sedan a;kvivalens kan erstattes af to ulig- 

heder af formen G(x)> =0 og -G(x) > =0. Formúleringen dakker 

ogsá tilfalde, hvor x kan vare negativ, idet vi kan erstatte 

en sâdan fri variabel x med differensen (x -x_), hvor x+ og 

x er ikke -negative og altsa. opfylder (1.c). 

Normalt antages, at málfunktionen (1.a) er konveks, og at 

mangden af mulige lesninger, defineret ved (1.b og c), er 

konveks. Dette betyder nemlig, at et stationart punkt for f 

vil vare et et globalt minimum. Hvis f er strengt konveks, 

vil det vare entydigt. Vi skai dog ikke ga i detaljer med 

eksistenssa:tninger mm. her. 

Det viser sig ofte , at programmeringsproblemet (1) har 

et dualt problem, der kan opfattes som en komplet, alterna- 

tiv beskrivelse af den samme fysiske situation som det pri- 

male problem (1). Ofte viser det sig tillige, at losningen 

af det ene problem indebarer en implicit losning af det 

andet. Som et eksempel pa dette skal vi i paste afsnit gen- 

nemgâ det sarlige tilfoelde, hvor alle bibetingelser er 

akvivalenser. 

Maksimering under s kvivalensrestriktioner 

En sarlig type of programmmeringsproblemer er of formen 
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Minimer 

(2.a) f(x) 

under bibetingelsen 

(2.b) G(x) = 0 

Problemer af denne type er studeret allerede i det atten- 

de arhundrede of den franske matematiker Lagrange. Han vi- 

ste, at nodvendige betingelser for, at x er en optimal vek- 

tor for problemet (2), kan udledes of Lagrangefunktionen 

(3) L(x,y) _ f(x) - ytG(x) 

hvor y er en (mx1)-vektor af forelobig ukendte "Lagrange- 

multiplikatorer". En nodvendig betingelse for, at Si er en 

optimal vektor, er at der findes entydige multiplikatorer ÿ, 

sadan at L(x,ÿ) er et stationært punkt for L(x,y), altsa at 

(4.a) dL(x,ÿ) = 0 

dvs, in extenso, at bade 

(4.b) df(x)-ÿtdG(x) = 0 

og 

(4.c) G(x) = 0 

skai vare opfyldt. 

Antag fx, at málfunktionen er kvadratisk, og at bibetin- 

gelserne er lineare i x. Problemet er da 
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(xtPx) /2 + ctx 

under bibetingelsen 

Ax - b = 0 
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hvor P er en positiv definit, symmetrisk matrix (for at 

sikre (streng) konveksitet af má.lfunktionen). Problemet (5) 

har Lagrangefunktionen 

(6) Lp(x,y) = (xtPx)/2 + ctx - yt(Ax - b) , 

og for at x kan were optimal, mE gradienten i (x,ÿ) vare 

nul, dvs 

(7.a) xtPt + ct ÿtA 0 

(7.b) Ax - b = 

Smt nu z = Px, sddan at x = P-lz. Ligning (7) kan nu 

skrives pti den alternative form 

(8.a) ÿtA - 
Et_ ct= 0 

(8.b) x - P-1z = 0 , og 

(8.c) Ax - b = 0 

Men ligning (8) kan ogsá opfattes som gradientbetingelsen 

for den alternative Lagrangefunktion 

(5.a) 

(5.b) 

- = 

0 
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(9) Ld(z,y,x) = -(ztP-1z)/2 + ytb (ytA - zt- ct )x . 

Forskellen er blot, at i den primale Lagrangefunktion 

L(x,y) er det x, der opfattes som de egentlige variable, 

og y, der opfattes som en vektor af Lagrange- multiplika- 

torer. I den duale Lagrangefunktion Ld(z,y,x) er det y og z, 

der opfattes som egentlige variable, mens x opfattes som en 

vektor af Lagrange -multiplikatorer. Det bemmrkelsesvmrdige 

er, at uanset denne ombytning af roller er ligningssystemer- 

ne (7) og (8) mkvivalente, dvs at de to Lagrangefunktioner 

(6) og (9) har et stationmrt punkt for samme vektor (x,ÿ, z) . 

Og mens L var en konveks funktion, shdan at vektoren mini - 

merer Lp, vil den duale funktion Ld vmre konkav, sedan at 

vektoren maksimerer Ld.1) 

Det duale problem til (5) er säledes 

Maksimer 

-(ztP-1z)/2 ytb 

under bibetingelsen 

ytA - zt 
ct 

Ethvert konvekst minimeringsproblem med lineare restrik- 

tioner har et dualt konkavt maksimeringsproblem, jf. fx. 

Dennis(1959). Ydermere kan det vises, at ma.lfunktionen for 

de duale problemer antager samme vmrdi i optimum. 

Vi skal i denne rapport kalde to programmeringsproblemer 

akvivalente, hvis de har samme mmngde af optimale lrsninger 

og samme vardi af mtlfunktionen i optimum. Hvis de har samme 

1. Den duale funktion Ld er den sekaldte Legendre- transfor- 
mation af den primale funktion L. Se fx Dennis(1959) 

- 

(10.a) 

(10.b) 

+ 
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mangde af optimale losninger, men forskellige vardier af 

mJlfunktionen, skai vi kalde dem parallelforskudte. 

Den illustrerede dualitet holder ogsd, seiv om restrik- 

tionerne har form af uligheder. Vi skai dog ikke her gá. 

dybere ind i teorien om konveks /konkav optimering. I stedet 

skai vi se lidt grundigere p det sarlige tilfalde, hvor 

sável m .lfunktion som restriktioner er lineare i x. 

Lìneaer programmering 

Et lineart programmeringsproblem er et problem af typen 

minimer 

t 
c x 

under bibetingelsen 

Ax >= b 

hvor 

x >= 0 

Hvis mangden af mulige losninger, defineret ved (11.b og 

c) ikke er tom, vil den generelt udgore en konveks kegle 

( "polytop ") i det n- dimensionale vektorrum Rn. Problemet 

(11) kan generelt have ingen, 1 eller uendeligt mange los- 

ninger. Specielt kan, hvis matricen A opfylder bestemte 

forudsatninger, mangden af mulige losninger vare kompakt, og 

i sa fald vil den udgore et konvekst polyeder i Rn. I dette 

tilfalde kan det lineare programmeringsproblem have enten 1 

losning (svarende til et hjorne i polyederet) eller uende- 

ligt mange losninger ( svarende til en flade eller eller en 

(11.a) 

(11.b) 

(11.c) 
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kant). 

Bemerk, at bibetingelserne (11) b og c er akvivalente med 

(12.a) Ax - s = b og 

(12.b) x,s >= U 

Disse betingelser er igen akvivalente med 

(13.a) A x 
* * 

= b og 

(13.b) x >= O 

hvor A* = (A, -I) og x* = (x,$). Nar bibetingelserne er an- 

givet pá formen (12) eller (13), siges problemet at vare p, 

kanonisk form. De ikke -negative variable s kaldes 

"slack " -variable. 

Det ses umiddelbart, at rangen af den udvidede koeffi- 

cientmatrix A hojst kan vare 2n. Hvis dette er tilfeldet, 

vil der kun vere en mulig lrsning til problemet, og denne 

vil frlgelig ogst vare optimal. Normalt vil rangen af den 
* 

udvidede koefficientmatrix A dog vare r < 2n. I dette til- 

falde kan vi danne en basismatrix B med rang r for A i form 

* 
af r uafha.ngige sr jler fra A . Den tilsvarende delvektor af 

* 
x kaldes problemets basisvariable og betegnes xb. De re- 

sterende elementer i x-vektoren kaldes sekundmre variable og 

betegnes xs. Vi har alts 

- 



151 

x 

(14) A x 
* * 

.. = ( B As) ix 
s 

= b . 

Hvis vi undertrykker de sekundare variable, fremkommer lig- 

ningssystemet 

(15) Bxb = b 

der kan loses til xb = B -1b. Basislosningen svarende til B 

kan nu defineres ved 

xb B-1b 
(16) _ 

xs 0 

Der kan normalt udtages et stort antal basismatricer fra A , 

og antallet af basislosninger er folgelig lige sú, stort. 

Basislosningerne kan identificeres med polytopens hjorne- 

punkter.2) Der ga;lder folgende grundsetning: 

(17) Hvis problemet (11) har en mulig hhv. en optimal 

losning, eksisterer der en mulig hhv. optimal 

basislosning. 

Delsetningen for optimale losninger kan illustreres geo- 

metrisk pd. folgende made: Hvis en optimal losning er enty- 

dig, er den et hjornepunkt i polytopen og dermed en basis - 

losning. Hvis der er uendelig mange optimale losninger, er 

losningsmmngden enten polytopens kanter eller flader, og i 

begge disse tilfalde indeholder losningsmængden mindst et 

hjornepunkt, dvs en basislesning. 

Et lineart programmeringsproblem med n variable og m 

restriktioner har et dualt problem med m variable og n re- 

striktioner. For et problem p& standardform findes det duale 

problem of 

2. To forskellige basislosninger kan dog svare til samme 
hjornepunkt 

s 

s f 
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primal 

minimer 

ctx 

under 

Ax >= b 

hvor 

x >= 0 

dual 

maksimer 

ytb 

under 

y>= 0 

hvor 

ytA <= ct 

I det tilfalde, at restriktionerne er en blanding of ulig- 

heder og mkvivalenser, og en del af de variable kan variere 

frit, kan det duale program findes af tabel 1 . Dette krm- 

ver, at vi opdeler x- vektoren i de positive elementer x og 

de frie elementer xf. Tilsvarende opdeles restriktionerne i 

klasserne 1 (ligninger) og u (uligheder). Koefficientmatri - 

cen mA.felgelig opdeles efter begge kriterier, sá 

Alp Alf 

Aup Auf 

A = 

Vi fár 

Tabel 1. Dualitetsforhold i linear programmering 

primait problem 

minimer 

ctx 
under bibetingelsen 

dualt problem 

maksimer 

ytb 
under bibetingelsen 

(Alp Alf) 

( Aup Auf),xf 

xp >= 0 

xf fri 

Det ses, at 

x 

xf l 

x 

jo 

= bl y1 fri 

>= bu Yu >= 

(yl yu)l 

¡¡ t t 

(yl Yu) Auf 

tatters en restriktion er 

0 

-up1 P 

Alf 

i 

<= 
et 

= cf 

primalen, jo 

friere er variablen i dualen og vice versa. 

Vi skai i det folgende gennemgâ en rmkke satninger om 

sammenhamgen mellem et primait linea;rt programmeringsproblem 

(18.a) 

(18.b) 

(18.c) 

P 

. 
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og dets duale. Vi tager udgangspunkt i formuleringen af 

problemet pd standardform som (18). Der gelder folgende 

smtning (den svage dualitetssetning): 

(19) Hvis x og y er mulige losninger til (18), 

da vil ctx >= ytb . 

Af Ax>=b og y>=0 fgs ytAx>=ytb. Tilsvarende fgs 

ytAx<=ctx. Folgelig er ctx>=ytb. 

Da ÿtb er den mindste mulige verdi af ctx, og ctx omvendt 

er den storste mulige verdi af ytb, fds umiddelbart: 

(20) Hvis x og er mulige losninger til (18), og 

ctx =ÿtb, da er x og c optimale losninger. 

Ydermere kan det vises, at 

(21) Hvis et af to duale problemer har et 

optimum, har det duale problem ogsâ et, og ctx =ÿtb. 

hvis et af problemerne har et ubegrmnset optimum, 

har det duale problem ingen mulig lesning. 

Et bevis er fx givet i Lawler(1976). 

De optimale losninger vil vere ortogonale i folgende 

forstand: 

(22) Hvis x og er mulige losninger til (18), da er 

og ÿ optimale, hvis og kun hvis 

(ytA-ct)x = ÿt(Ax-b) = 0 . 

Hvis (ÿtA-ct)x = 0 og ÿt(Ax-b) = 0 , er ÿtAx = ctx = ÿtb. 

Hvis x og er mulige, folger af (21) at x og er optimale. 

Omvendt, hvis x og er optimale, er ctx = ÿtb = ÿtAx, 

(21). Ortogonaliteten folger umiddelbart.. 

Bemaerk, at da bade x og er ikke-negative, vil skalar- 

produktet (20) kun kunne vere nul, hvis samtlige indga.ende 

bidrag er nul, dvs ngr 

(23.a) xi>0 => ÿta. = c. 
J J 

(23.b) y aj>cj => R. = 0 

(23.c) aix>b => y3. = 0 

z 

jf 

. 
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(23.d) ÿi>0 => aix = bi 

idet ai og aj er hhv. den i'te række og den j'te sojle i 

A-matricen. 

De komplementaere slaphedsbetingelser 

Ortogonalitetsbetingelserne er et smrligt tilfælde af det 

sAkaldte princip om komplementær slaphed ("complementary 

slackness"). Det er i almindelighed nodvendigt at indfOre 

"slack"-variable, nár der minimeres eller maksimeres under 

restriktioner om ikke-negativitet af de uafhængige variable. 

Antag fx at vi skai minimere en konveks, skalar funktion 

f(x) under bibetingelsen x>=0. Denne situation er illu- 

streret i figur 1 . Der er som vist to muligheder for mini- 

mum: 

Enten er df(x0) = 0 og xo> 0, 

eller df(xo) > 0 og xo = 0 . 

Denne betingelse kan formuleres pá vektorform som dobbelt- 

betingelsen 

(24.a) df(xo) - s = 0 , og 

(24.b) stxo = 0 , s,x0 >= 0 . 

Bibetingelsen b sikrer os, at enten er s=0, og sá har vi 

det forste tilfælde i figur 1 (hvor df(xo)=0,xo>0) , eller 

ogsá er s>0 og sá har vi det andet tilfælde, hvor xo=O.3) 

Hvis vi i de lineære programmer (18) definerer positive 

"slack"-variable s1 = Ax-b og s2 = ytA-c og opskriver pro- 

blemerne pá kanonisk form, ses at ortogonalitetsbetingelser- 

ne i linear programmering er en variant af det generelle 

princip om komplementær "slackness": 

Vi fár de duale Lagrangefunktioner 

(25.a) L(x,y,s1) = ctx - yt(Ax - s1 - b) og 

3. Specielt kan vi dog have s = xo = O. 



Figur 1. Princippet om komplementoer slaphed 

Y 

a) Minimum ved xo'0 

f (x) 

x 0 
x 

Y 

b) Minimum ved xo= 0 

f (x) 

x 
o 

=0 

(25.b) Ld(y,s2,x) = ytb -(ytA - s2 - ct)x . 

De to funktioner L og Ld skal hhv. minimeres for 

x,s1> =0 og maksimeres for y,s2 > =0 . 

Dette kan vises at lede til Lagrangeligningerne 
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x 

(26.a) Ax - s1 - b = 0 (primale restriktioner), 

(26.b) ct- ytA - s2 = 0 (duale restriktioner) og 

(26.c) ytsl = 0, sx = 0 ("slackness"), hvor 

(26.d) x,y,sl,s2 >= 0 

En vektor (-x,ÿ,sl,s2), der opfylder (26), vil were opti- 

mal for det duale problempar (18). 
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APPENDIX 2. OM SUMMATIONS- OG FORDELINGSMATRICER 

Summationsmatricer 

Ved en summationsmatrix forstás i det felgende en matrix, 

der ved multiplikation med en vektor g (ax1) summerer visse 

elementer i g, sAledes at der fremkommer en vektor g (nx1), 

hvor n<a . Summationsmatricen G kan fx defineres ved, at den 

har begge egenskaberne 

(1) 

(2) 

Dens elementer er 0 eller 1 

itG = it, hvor i er passende dimensionerede 

vektorer of ettaller . 

I det folgende skai vi of overskuelighedshensyn antage, at 

elementerne i den detaljerede vektor g er sorteret saledes, 

at de elementer, der summeres ved multiplikation med G, 

kommer i sa.mmenhængende "klumper ". Dette betyder selvfolge- 

lig ikke noget tab of genertlitet. 

Et eksempel pá en summationsmatrix er 

(3) G 
1 1 0 0 0 
0 0 1 1 1 

Ved multiplikationen 

(4) g* = Gg 

vil matricen G summere de fem elementer i g-vektoren, sa 
* * 

g1 = g1 + g2 og g2 = g1 + g2 + g3 

Hvis vi tager sojlesummer i G fâs en vektor v, der for 

hvert element i den aggregerede vektor g* viser, hvor mange 

elementer fra den oprindelige vektor g, det bestir af: 

(5) Gi = v . 

x 

= 
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Vektoren v kaldes ogsà for valensvektoren, og dens element 

nummer j kaldes valensen af gj. 

En karakteristisk egenskab for summationsmatricer er, at 

for en vilkárlig vektor g er 

(6) GgGt = g* 

dvs at en (axa) diagonalmatrix aggregeres til en (nxn) dia- 

gonalmatrix. Som saertilfalde har (6), at 

(7) GGt = 

Matricen GGt er folgelig regular. Derimod kan (axa)- matricen 

GtG selvfolgelig ikke vare regular. Den har det karak- 

teristiske blokdiagonale udseende 

U2 

(8) GtG = 

Un-1 
Un 

hvor U. (j= 1,..,n) er en matrix of lutter ettaller af dimen- 

sionen (v.xv.), dvs at U. kan skrives som det ydre produkt 

iit of en (v.x1) enhedsvektor. 

Fordelingamatricer 

Til enhver summationsmatrix, der opfylder (4), kan vi 

definere en (axn) "fordelingsmatrix" Wg, der "regner tilbage 

igen ", dvs opfylder 

(9) 
* 

g = Wgg 

Bemaerk, at mens summationsmatricen G var uafhaengig af vaer- 

dierne af elementerne i g- vektoren, kàn dette ikke galde 

fordelingsmatricen Wg (derfor fodtegnet). Ved inspektion 

ses, at Wg kan skrives 

U1 
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(1o) gGt(GAGt)-1 

= wGt 

hvor w er en (ax1)- vektor, der for hvert element gij i den 

detaljerede vektor viser den vingt, hvormed elementet indgdr 

i sit aggregerede element gj: 

(11) wij gij/gj 

Matricer af typen Wg optrmder meget hyppigt i praktiske 

sammenhmnge. En fordelingsmatrix kan opfattes som en Opera- 

tor, der "spreder aggregerede elementer ud" p underkompo- 

nenter. Deraf navnet en fordelingsmatrix. Vi skal undersoge 

den nmrmere. 

For det forste har vi formier for rakke- og sojlesummer: 

(12) 

og 

(13) 

Wgi = wGti = w , jf. (2), 

itW = wGt it 

g 

Desuden gælder det intuitivt indlysende, at 

(14) GW = GAGt(GgGt)-1 

= I 

Derimod vil (axa) -matricen WgG selvfolgelig ikke vare en 

enhedsmatrix. Da den kan skrives 

(15) WgG = wGtG 

ses, at WgG vil have samme dimension og samme nul -elementer 

som GtG i (8), men i stedet for ettalsmatricerne U. langs 

diagonalen vil WgG have matricer Wj, der indeholder vj iden- 

tiske sr j ler med de vj vagte for gruppe j: 

(16) 
Wgj 

= wjUj = wjit 

da U. = 
¡it. 

W 

= 

= 

= 
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Proportionalitetsbetingelsen 

Seiv om matricen WgG ikke er en enhedsmatrix, har den dog 

en egenskab i den retning. Der gælder nemlig at 

(17) WgGg = gGt(GgGt)-1Gg 

= gGt(e)-1g* 

= SGti 

= g 

Dette giver os umiddelbart det nyttige resultat, at hvis x 

er en vilkarlig vektor, for hvilken Wx = Wg, da vil WgGx =x. 

Da vi i praksis ofte kommer ud for at skulle finde vektorer 

af denne type, skai vi med lidt besvær vise, at sammenhængen 

ogsa gælder den modsatte vej. Forst bemærker vi, at 

(18) WgGx = x 

er ensbetydende med, at 

(19) (I-wGtG)x = 0 , jf. (15). 

Lad os nu betragte den j'te diagonalblok i koefficient- 

matricen i (19). Den vil kunne skrives 

(20) (I - w.it) , jf. (16). 

Den kan derfor skrives 

(21) 

(1 -w1j) -w -w 
-w1j 

-w2j (1 -w2j) -w2j 

-w 
vj 

-w 
vj 

-w 
vj 

-w1j 

-w2j 

.... (1-w v.) 

Da summen over i of wij pr definition er 1, vil sojlesum- 

merne i (21) være nul. Da der i ovrigt ikke er lineære band 

pa wij konkluderer vi, at rangen of (20) má være vj -1. Ran - 

gen af den samlede koefficientmatrix i'(19) vil folgelig 

være (a -n), dvs at (19) logger (a -n) lineære band pa elemen- 

terne i x. Ligningen for xij ses af (21) at være 

.... 

.... 
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(22) 

(23) 

xiJ wij Ehxhj 

* 
X . l ./X. = wij = gij/gj 

ensbetydende med at 

Dette er ensbetydende med, at W = W For at en vektor x 
x g 

skai opfylde (19), ma de elementer, der summeres i samme 

blok, variere proportionalt. 

Identitetsbetingelsen 

Et andet tilfwlde, der fx optrwder hyppigt i forbindelse 

med teorien om aggregering af input-output tabeller, er det 

duale tiifælde, hvor en (ax1)-vektor x skai opfylde 

(24.a) 

eller 

(24.b) 

xtW G = xt 
E', 

xt(I-wGtG) = 0 . 

Af (21) ses, at ligningen for xij bliver 

(25) x = Ehwhjxhj , i = 1,..,vj . 

ij h hj hj 

Denne ligning vil kun holde, sáfremt alle de elementer i x, 

der lagges sammen i gruppe j, er identiske. Dette kan alter - 

nativt udtrykkes sádan, at x skai kunne skrives som Gty, 

hvor y er en (nx1)- vektor, der "blesses op" til en 

(ax1)- vektor ved multiplikationen med Gt (herved "dupli- 

keres" simpelt hen et passende antal elementer). Generelt 

galder, at nar og kun na.r en (mxa)- matrix X kan skrives 

X =YG, hvor Y er en (mxn)- matrix, da vil 

(26) XWgG = YGgGt ( GgGt )-1 G 

= YG 

= X 

Mere verbalt kan resultatet udtrykkes sádan, 

XWG =X kun vil vare opfyldt, nar de sojler i 

ved XGt, er identiske. Hvis de er identiske, 

YG. 

at ligningen 

X, der summeres 

kan X skrives 

= 



161 

En digression om matricen (I -WG) 

De duale betingelser (23) og (25) kan ogsâ udledes alge- 

braisk. Seiv om denne metode virker mindre gennemskuelig end 

den ovenfor valgte, skal den alligevel kort skitseres af 

hensyn til eventuelle videregáende overvejelser. Den ikke 

specielt interesserede laser kan roligt springe videre til 

Haste afsnit. 

En algebraisk udledning af (23) og (25) kræver, at vi 

danner basismatricer for G og Wg (i resten af dette afsnit 

udelader vi indeks g af overskuelighedshensyn) . Vi omsor- 

terer forst g- vektoren og G- matricens sojler sádan, at de n 

forste elementer stammer fra hver sit a re at gg g Sj, j =1..n. 

Disse n elementer kaldes ogsá repræsentanter for grupperne 

j =1..n, og vi skai betegne n- vektoren af repræsentanter gt, 

mens den komplementmre (a- n)- vektor betegnes gc. 

Ved at nummerere de n reprmsentanter hensigtsmmssigt 

opnâr vi, at summationsmatricen kan skrives 

G = (Gt Ge) _ (In Ge) 

Tilsvarende kan fordelingsmatricen W skrives 

Wt 
G wtt 

W = We = w Gc = wGc 

Da GW=I fás, at 

GeWc = I - GtWt = I - wt 

Matricen (I -WG) har som nævnt ovenfor ikke fuld rang, idet 

der er n overflodige rmkker og sojler - nemlig en rmkke og 

sojle for hver gruppe j =1..n. Men det vil jo netop sige, at 

rmkkerne og sbjlerne for vores repræsentanter kan undværes, 

sâdan at matricen (I -WeGc) har fuld rang. 

Det kan endvidere vises - fx ved hjmlp af potensrækker - 

at 

(I-W Gc)-1 
c 

= (I + WewtlGe) 



162 

(Det kan let eftervises, at produktet af de to matricer er 

en enhedsmatrix). Med dette resultat i baghánden er det 

trivielt at eftervise (23) og (25) algebraisk, men vi skai 

ikke bruge plads pá det her. 

Summationsmatricer og orienterede grafer 

Et par af ens dimensionerede summationsmatricer a1 
og 12 

vil altid defiriere to orienterede grafer ved de udvidede 

incidensmatricer 

(27) A1 = - 
2 

og 

(28) A2 = G - 1 = -Al 

Det ses, at 12 reprmsenterer den omvendte graf af A. Vi 

skai ikke beskmftige os med incidensmatricer her, idet de er 

beskrevet i kapitel 2. Til gengæld skai vi undersoge, hvad 

den grafteoretiske procedure med at voelge et referencepunkt 

og stryge dets rakker i 11 og 12 betyder for de reducerede 

summationsmatricers egenskaber. Vi kan som en tommelfinger- 

regel regne med, at de formier fra afsnit 1 og 2, der har 

dimensionen n, stadig vil holde pánoer den slettede ligning 

for referencepunktet. Derimod vil de formier, der har kant- 

dimensionen a, andre deres indhold. 

Vi skai i det folgende kun undersoge matricen G1, der her 

opfattes som den reducerede udmatrix for grafen i (27). De 

resterende tilfoelde fás let ved benyttelse af retningsduale 

begreber. 

Den reducerede ud- matrix opfylder 

(29) itG1 = (it,o) 

hvor nullerne er for de pile, der gár ud fra referencepunk- 

tet (de referenceincidente pile), og 

(30) G11 - vu 

hvor vu er vektoren of udgangsvalenser for de (n -1) ikke- 
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datum punkter. 

Der vil stadig guide, at punktmatricen GGt =vu og dermed er 

regular. Derimod vil kantmatricen GtG have et lidt andet 

udseende, idet diagonalblokken for referencepunktet ikke 

lwngere vil vare en ettalsma.trix, jf. (8), men derimod en 

nulmatrix. 

De fordelingmatricer, der kan knyttes til en reduceret 

summationsmatrix, vil vare identiske med almindelige forde- 

lingsmatricer, blot med en sojle mindre. For de reducerede 

matricer gilder stadig, at GW =1, men den kantdimensionerede 

matrix WG vil ligesom matricen GtG ovenfor have nuller i 

referencepunktets diagonalblok. 

Koefficientmatricen (I -WG), jf. (19), vil folgelig have 

en enhedsmatrix som diagonalblok for referencepunktet, mens 

de evrige punkters diagonalblokke fortsat vil have udseendet 

(16). Rangen of matricen vil derfor vare m= a -n +1. Men hvad 

betyder dette for vektoren x, der opfylder x =WgGx? Simpelt 

hen, at de elementer i x, der er incidente til reference- 

punktet, ma vare nul. Dette betyder, at vi i stedet kan 

finde x, sá. 

(31) x - WgGx + 1 

hvor de referenceincidente elementer i 1 kan valges frit, 

resten er nul. Proportionalitetsbetingelsen vil fortsat 

guide de x- elementer, der ikke er referenceincidente. Det 

duale tilfalde (24) kan modificeres tilsvarende. 

Omfordelingsmatricer 

To summationsmatricer 5 1 og G2, der har samme kantdimen- 

sion, men forskellig punktdimension, kan siges at definere 

en "todelt graf" ( "bipartite graph ", jf fx Lawler(1976)). Vi 

skai ikke her gá ned i den veludviklede teori om todelte 

grafer, men vi skal notere, at de to matricer kan bruges til 

at definere to retningsduale "omfordelingsmatricer": Lad 

g1 -Gig og g2 =G2g. Gmfordelingsmatricerne kan nu defineres 
ved 
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(32) W12 = 
G1W2g 

og 

(33) W21 - G2W1g 

Da gadder, at 

(34) * 

g1 = W12g2 (og omvendt). 

Ligningen (34) kan fortolkes sáledes, at vi forst fordeler 

g2 ud pá detaljerede elementer ved W2gg2=g, og derefter 

summerer vi g med den alternative summationsnogle G2. Sádan- 

ne omfordelingsmatricer er uhyre velkendte i empirisk eko- 

nomi, idet de ofte anvendes i forbindelse med omklassifika- 

tioner af forskellige nmglestrarrelser. Et eksempel kan fx. 

were omregning af en varefordelt importvektor til en lande- 

fordelt eller erhvervsfordelt importvektor. 

Omfordelinger og input- output 

Den grundliggende summation i input- output modeller er 

inputsummationen 

(35) t 
= 

Giq if (5.31) 

Ved at sammenholde (34) med (5.36) ses, at de normale in- 

put- output ligninger netop kan opfattes som en omfordeling 

af t- vektorens elementer: Ferst fordeles gennemstromningerne 

pG. kanter ved hjalp af inputkoefficienterne 

(36) q = Wigt + 
qu 

og derefter summeres kanternes stremme med den alternative 

summationsnogle Gu: 

(37) Guq = GuWigt + Guqu = t 

hvoraf 

, if (5.31) 



(38) (I - GuWig)t = tu 1) 
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Input- output matricen er sgledes en omfordelingsmatrix, jf 

forrige afsnit. Det specielle ved input- output matricen er 

imidlertid, at begyndelses- og slutvektoren er den samme, 

nemlig t. 

Hvis vi indsatter GjWiq =I samt definitionen of incidens- 

matricen A (fx (27)) i (38), fas input- output systemlignin- 

gen 

(39) -AWit = 
t g u 

jf (5.39). 

Vi har säledes givet en simpel, men dog dybtgáende fortolk- 

ning of input- output matricen. 

1. Af kapitel 5, note 12 fgs, at t =Aqu. Men da alle posi- 
tive udstrrmninger ga.r ind i reYerencepunktet, hvis rmkke 
i indmatricen som bekendt er slettet, er Aqu=Guqu=tu' 
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INDEKS 

Adfmrdsrelationer, i okonomisk model 
Admittans 
Afstand 
Afstandsmatricen 
Aktivt element 
Basis 
Basiskreds (se fundamentalkreds) 
Basislosning, for lineart program 
Basismatrix 
Basisvariable, i programmeringsproblem 
Band 
Cirkulation, i netvark 
Co -tra 
Cyklomatisk tal (se kredsrang) 
Datum (se Referencepunkt) 
Datumvejsmatrix 
Delgraf 
Delgraf, udspendende 
Dual tvangsbinding 
Duale kilder (se spandingskilder) 
Eksterne kilder, i netvErk 
Elementoperation 
Element, aktivt 
Element, Kronsk 
Element, passivt 
Energikilder (se Vardikilder) 
Fordelingsmatrix 
Forklaringsskelet, for ligningssystem 

62, 

66 
120 
24 
28 

115 
33 
41 

151 
36 

150 
21 

64 
40 
42 
35 
44 
22 
22 
69 
79 
79 
25 
115 
117 
115 
78 
157 
93 

Fundamentale metoder, til netvarksproblem 
Fundamentalkreds 
Fundamentalkredsmetoden 
Fundamentalmangde 
Fundamentalsnitsmtmetoden 
F -kreds (se fundamentalkreds) 
F- snitsat (se Snitsat, fundamentalt) 
Graf, acyklisk 
Graf, ensrettet 
Graf, kondenseret 
Graf, kondenseret acyklisk 
Graf, omvendt 
Graf, planar 
Graf, sa.mmenhmngende 
Graf, stark 
Graf, symmetrisk 
Hamilton -kreds 
Identitetsbetingelsen 
Identitet, i okonomisk model 
Impedans 
Incidensmatrix, udvidet 
Incidensmatrix, (reduceret) 
Indgangsvalens 

32, 

123 
41 

123 
34 

124 
41 

46 
87 
32 
87 
88 
20 

125 
32 
33 
21 

31 

160 
66 
120 
34 
35 
22 

- 
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Indmatricen 36 
Indre impedans , af energikilde 117 
Indre punkter (i network) 61 

Indstrr mning, i netværk 61 

Indva,gt, for netværk 53 
Ind -center 87 
Ind -periferi 87 
Ind -radius 87 
Ind -tal 85 
Ind -tra 38 
Interne kilder, i netværk 79 
I -o systemmatrix, lukket 97 
I -o systemmatrix, samlet 95 
Kanonisk form, af linemrt program 150 
Kanoniske adfardsligninger, for i -o system 112 
Kant 21 

Kant, multipel 115 
Kapacitetsafstand 55 
Karakteristik, for kant 72 
Kardinalitet (af tur) 23 
Kilde 21 

Kla.ssedelingsmetoder, til netvarksproblem 123 
Knudepunktsadmittansmatricen 122 
Knudepunktsbalancer 134 
Knudepunktsmetoden 120 
Knudepunktsmetode, klassisk 122 
Knudepunktsstromkilder 80, 122 
Komplementmr slaphed 154 
Komponent, af graf 33 
Komponent, ensrettet 33 
Komponent, stark 33 
Komponent, svag (se Sammenhmngsk.) 33 
Kondensator 130 
Kondensering (af graf) 87 
Kontrabasis 34 
Kontrafundamental mmngde 34 
Korde 40 
Kreds 24 
Kredsbalancer 136 
Kredsimpedansma.tricen 123 
Kredsmatrix (for en graf) 43 
Kredsmatrix, fundamental 42 
Kredsmetoden, se Maskemetoden 122 
Kredsrang 42 
Kredsrum (for en graf) 43 
Kredsspandingskilder 80, 123 
Kreds, eksploderende 57 
Kreds, fundamental 41 
Kronsk element 117 
Krydsimpedanser 128 
Krydspriselasticiteter 128 
Lagrangefunktion 146 
Lagrange- multiplikator 146 
Ligewegtsbetingelser, for kanter 72 
Logisk ordning (af graf) 84 
Markov -kc:de 59 
Naskeimpedansmatricen (se Kredsimp.) 123 
Maskemetoden 122 
Maskespmndingskilder (se Kredssp.) 123 
Max -flow problemet 67 
Nod stand (Ohmsk) 119 
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P'ïulig vektor, i programmeringsproblem 144 
nabo 20 
Nabomatricen 20 
Netva:rk 51 

Netvarksproblem, elektrisk 114 
Network, additivt 56 
Netvark, kapacitivt 54 
Netvark, lukket 61 

Netvark, multiplikativt 57 
Netvark, stokastisk 58 
Netvark, ábent 60 
Ohms lov 120 
Omfordelingsmatrix 163 
Omkostningsnetvark (se Netvark, additivt) 56 
Omvejsmatricen 31 

Omverden, for netva;rk (se Universelt punkt) 62 
Orienteret graf 17 

Ortogonalitet af lasninger til linea,rt program 153 
Out-of-kilter metoden 71 
Overforingsegenskaber, af kanter 66 
Overforingsfunktion, for kant (karakteristik) 72 
Overkrydsningseffekter 128 
Passivt element 115 
PERT-netvark 57 
Primale kilder (se stromkilder) 79 
Primal-dual kobling 76 
Programmeringsproblem 144 
Programmeringsproblemer, parallelforskudte 149 
Programmeringsproblemer, akvivalente 148 
Programmeringsproblem, dualt 151 
Programmeringsproblem, linea.rt 149 
Proportionalitetsbetingelsen 159 
Reducerende opE:;r tion 26 
Referencepunkt 35 
Regiorismetoden 125 
Rejsende handelsmands problem 31 

Repra;sentant 1 1 1, 161 

Retningsdualitet 21 

Sammenhængskomponent 33 
Sammenha;ng, typer af 32 
Sekunda;re variable, i programmeringsproblem ... 150 
Signalgraf (se Netvmrk, multiplikativt) 57 
Skelet (se trs:, udspændende) 38 
Skov, i en graf 40 
Slojfe 22 
Snitrum (for en graf) 47 
Snitsat 45 
Snitsmtmatrix (for en graf) 48 
Snitsmtmatrix, fundamental 47 
Snitsat, fundamentalt 46 
Spole 130 
Spændingskilder, i netva:rk . 79 
Spändingskilde, ideel 115 
Spa;ndingsrum (se Snitrum) 47, 69 
Spa;ndingsvariabel, i network 68 
Standardform, af linea rt program 151 
Stokastisk netvark 58 
Stromkilder, , i network 79 
Stromkilde, ideel 115 
Stromning, i netva;rk 61 

Stromrum (se Kredsrum) 43, 64 
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Strom, i kant 61 

Stykliste, for netvmrk 52 
Storrelse, af stromning 61 

Summationsmatrix 156 
Svag dualitetssatning i linear programmering .. 153 
terminal 19 
Tilgmngelig mangde 24 
Tilgangelighed 24 
Tilgengelighedsmatricen 27 
Tilstandsfunktioner 119 
Transient, i dynamisk netvarksmodel 130 
Transportnetvark (se Netvmrk, kapacitivt) 54 
Transportproblem, Koopmans 67 
Trm 37 
Tragren 40 
Trakomplement (se co -tra) 40 
Tray, ensrettet (se ud -tra) 38 
Tra, udspandende 38 
Tur 22 
Tur, ensrettet 23 
Tur, lukket 24 
Tur, Lben 24 
Tvangsbinding, af spandinger 69 
Tvangsbinding, af stromme 66 

Udcenter 87 
Ude- af- ligevagt metoden 71 

Udgangsvalens 22 
Udmatricen 36 
Udradius 87 
Udstromning, i netvmrk 61 

Udv&gt, for netvmrk 53 
Ud- periferi 87 
Ud -tal 85 
Ud -trm 38 
Ud -tray, for input output system 111 

Uligevegt, for kant 73 
Uligevegt, for (p,q)- vektor 73 
Universelt punkt, for stromningsnetvark 62 
Valens 156 
Valensvektor 156 
Vej 23 
Vej, elementmr 24 
Virtuelle forskydninger 119 
Vcgt (i netvmrk) 51 

Va>gtmatrix, for netvmrk 52 
Vardikilder, i netvark 78 
Ydre punkter(i netvark) 61 

"Min cost" cirkulationsproblem 66, 68 


